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Глава 1. Дискретные распределения случайных величин 

§ 1.1 Общие сведения о дискретных распределениях  
случайных величин 

Напомним определения, необходимые для успешного решения задач 
по теме “дискретные распределения вероятностей случайных величин” 
(подробнее см., например, [1-3]). 
 
Определение. Система F подмножеств   называется  -алгеброй, если 
она является алгеброй и если nA F  ...,2,1 n , то 

 
1 1

иn n
n n

A F A F
 

     

Упражнение. Рассмотрите в качестве примера борелевскую  -алгебру 
( )B R  и точечную  -алгебру.  

 
Определение. Вероятностная мера, или вероятность на  -алгебре F  – 
это числовая функция множеств ( )AP P , A F  , если: 
 1)   1P0  A ;  
 2)  ji AA  при ji   из F  

 
11

( ) ( )n n
nn

A A
 



 P P  

 3)   .1P   
 
Определение (аксиоматика Колмогорова). Набор  P,, F , где  

а)   – множество   – пространство элементарных событий;  
б) F –  -алгебра подмножеств  ; A , FA ;  
в) P – вероятность на F; 

называется вероятностным пространством (вероятностной моделью), 
 AP  – вероятностью события A. 

 
Определение. Случайная величина    – это любая определенная на 

 , F-измеримая числовая функция  , т. е. для любого подмножества 
 RBB  верно    FBA   : , где B принадлежит борелевской  

 -алгебре  RB . 
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Определение. Вероятностная мера       RBBBB  ,:P   назы-

вается распределением вероятностей случайной величины   на   RBR, . 
 
Определение. Функцией распределения случайной величины   называется 

           xxxFxF ;:P:P    для любого Rx  

где x – независимая переменная. 
 
Замечание. В некоторых источниках и даже тестах при аккредитации 
вузов принимается в качестве определения      xxFxF   P  для лю-

бого Rx . Это нужно иметь в виду и уточнять у организаторов, какое 
принято определение, чтобы правильно решать задачи. 
 
Функцией распределения может являться любая функция ( )F x  такая, что  
 1) ( )F x  – неубывающая функция;  
 2) ( ) 0F   , ( ) 1F   , где ( ) lim ( )

x
F F x


  ; ( ) lim ( )

x
F F x


  ; 

 3) ( )F x  непрерывна справа, имеет предел слева x R  , т.е. 

 
0

0 0( ) ( ) lim ( )
def

x x
F x F x F x


    и   

0
0( ) lim ( )

x x
F x F x


  . 

 
Равенство   )()(),)(P( aFbFba   устанавливает соответствие между 
вероятностными мерами P и функциями распределения F и дает возмож-
ность конструировать различные вероятностные меры с помощью задания 
соответствующих функций распределения [1]. 
  
Примеры мер:  
1) дискретные, с кусочно-постоянной функцией распределения ( )F x ; 
2) абсолютно-непрерывные с плотностью (неотрицательной функцией 

Rxx ),( , такой что 



x

dttxF )()(  ); 

3) сингулярные (меры, функции распределения которых непрерывны, но 
точки их роста образуют множества нулевой меры Лебега).  
 
Известно [1], что на самом деле произвольная функция распределения мо-
жет быть представлена в виде  

)()()()( xFpxFpxFpxF 332211  , 
где 10 321321  pppppp ,,, , )(xF1 – дискретная функция распределения, 

)(xF2 – абсолютно-непрерывная функция распределения, )(xF3  – сингу-
лярная функция распределения (теорема Лебега). 
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Случайная величина   имеет дискретное распределение, если мно-
жество ее значений не более чем счетно, т.е. мера )(P B  сосредоточена не 

более чем в счетном числе точек: 
 





}:{}:{
)(}P{)(P

Bxk
k

Bxk
k

kk

xFxB   . 

Функция распределения ( )F x  в этом случае кусочно-постоянная (ступенча-
тая) и задается суммой  





}:{

}P{)(
xxk

k
k

xxF  . 

Замечание. Если распределение случайной величины абсолютно-
непрерывное или дискретное, то говорят также, что сама случайная ве-
личина или её функция распределения соответственно абсолютно-
непрерывные или дискретные [2]. Иногда вводят определение «непре-
рывной» случайной величины, если её функция распределения )(xF непре-

рывна по Rx  [1, стр. 187]. Но данное определение не совсем удачное, 
поскольку случайная величина эта функция (отображение) на простран-
стве   произвольной природы, и понятие непрерывности на   может 
вообще не иметь смысла. Поэтому авторы данного пособия не рекомен-
дую употреблять понятие «непрерывной» случайной величины. 
 
Таблица, в которой представлены все значения дискретной случайной ве-
личины   и вероятности, с которыми она их принимает  11 xPp   , 

 22 xPp   ,... называется рядом распределения вероятностей дискрет-
ной случайной величины  : 
 

  1x  2x  ... kx  ... 

p  1p  2p  ... kp  ... 

 
Упражнение. Докажите, что сумма всех вероятностей ip  равна единице: 

1
1


i

ip . 

Математическое ожидание дискретной случайной величины   оп-
ределяется формулой  

 
 

k
kk xxM }P{ , если ряд абсолютно сходится.  

Замечание. Если ),( f  то  
k

kk xxfMfM }P{)()(  , если ряд 

абсолютно сходится. 
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Дисперсия случайной величины    

 2 MMD  . 

Упражнение. Вывести формулу 
   22  MMD  . 

Среднеквадратическое отклонение случайной величины   – квад-
ратный корень из ее дисперсии 

   D . 
Математическое ожидание может принимать любые значения, дис-

персия и среднеквадратическое отклонение по определению неотрица-
тельны. 
 

Если на одном и том же вероятностном пространстве ( )F P  опре-
делены случайные величины 1 , 2 ,..., n , то иногда говорят, что задан слу-
чайный вектор  =( 1 , 2 , ... , n ) [2].   
Определение. Многомерной (совместной) функцией распределения 

1 , 2 ,..., n  называется },...,P{)(),...,(,..., nnn xxxFxxF
n

  1111
, где 

n
n Rxxx  ),...,( 1  [2]. 

Определение. Дискретное n-мерное распределение задается с помощью не 
более чем счетного набора вероятностей n

kk Rxx  },P{ , так что для лю-
бого борелевского множества B  





}:{

}P{)(P
Bxk

k
k

xB  . 

Определение. Случайные величины 1 , 2 ,..., n  называются независимы-
ми, если для любых борелевских множеств B1 ,… Bn имеет место равенство 





n

k
kknn BBB

1
11 }P{},...,P{  . 

Для дискретных распределений это определение равносильно условию  





n

k
kknn xxx

1
11 }P{},...,P{  , для всех n

n Rxxx  ),...,( 1 . 

Замечание. Если случайные величины 1 , 2 ,..., n  независимы, то функции 
от них nkf kk ,...,),( 1  , также будут независимыми случайными вели-
чинами [2]. 
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§ 1.2 Дискретное равномерное распределение 

Дискретное равномерное распределение (англ. discrete uniform distri-
bution) – это распределение случайной величины, которая принимает все 
целочисленные значения из отрезка  ba ;  с одинаковыми вероятностями, 
где Zba ,  и ba  . 

Пусть   имеет дискретное равномерное распределение:  baDU ,~ , 
или   baU ,~ ,  bunif a,~ . 

Параметры дискретного равномерного распределения: 
1. Параметр положения a . 
2. Масштабный параметр ab  , b , a < b. 
3. Число значений случайной величины 1 abn . 
 
Ряд распределения  случайной величины  baDU ,~ . 

  a  1a  2a  ... 1b  b  

p  
n

1
 

n

1
 

n

1
 ... 

n

1
 

n

1
 

 
Вероятность того, что  baDU ,~  принимает произвольное значе-

ние k, 

 
n

kP
1 , где Zk ,  bk a ; . 

 
Примеры случайных величин: 

1. Случайная величина   равна 0, если при подбрасывании монеты выпал 
“орел”, и 1 – если “решка”; в математической модели случай выпадения 
“ребра” исключается из-за малой вероятности этого события: 
    5.010   PP     1,0~ DU . 

2. Случайная величина   равна числу точек на грани игрального кубика, 
выпавшему при однократном подбрасывании:   6/1 kP  , где 

 6,...,2,1k  и  6,1~ DU . 
 
Упражнение. Найти формулу и построить график функции распределения 

 xF  для  baDU ,~ . 

 
Задача 1.1.  Найти математическое ожидание и дисперсию случайной ве-
личины  baDU ,~ . 
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Решение: 
По формуле суммы первых n членов арифметической прогрессии: 

 

        
22

1
1...21

11

11

baban

n
bbaaa

nn
pM

n

i
i

n

i
ii

 

 , 

 
   22  MMD     найдем математическое ожидание квадрата ,  

применив формулу суммы квадратов первых k натуральных чисел: 
   ,6/121...21 222  kkkk  

последняя формула доказывается методом математической индукции. 

         

           

   

         .

......

...

......

)(
)(

6

132
1

6

1211

2

112

19411322
1

112964412
1

11
1

1
1

2
22

1

2

1

2

222222

222

1

222

1

22
































































 







nn
ana

nnn

n

nana

n
a

nanaaana
n

nanaaaaaaaa
n

naaa
n

baa
n

pM

чиселхнатуральныn
первыхквадратовсумма

прогрессиискойарифметиче
членовnпервыхсумма

nab

n

i
ii

    



 

В формуле для математического ожидания перейдем от параметров 
a, b к параметрам a, n и найдем дисперсию: 

   
12

11

12

1

2

1

6

132
1

2222
2 






 







  abnn
a

nn
anaD . 

Ответ: 
2

ba
M

 , 
 

12

11 2  ab
D . 

 
Задача 1.2. В корзине 9 синих шариков и один фиолетовый. Наугад выни-
мают по одному шарику до тех пор, пока шар не окажется фиолетовым. 
Синие шарики в корзину не возвращаются. Пусть случайная величина   – 
число синих шариков, покинувших корзину. Найти закон распределения  , 
математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратическое отклонение 
 , и вероятности следующих событий: фиолетовый шарик извлечен за 
5 попыток; не менее чем за 3 попытки; число попыток от 7 до 10 включи-
тельно. 
 
Решение: 

Ряд распределения случайной величины  : 
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  0 1 2 ... k ... 9 
p  0.1 0.1 0.1 ... 0.1 ... 0.1 

параметр Zk ,  9;0k . 
 

    1.001  шарфиолетовыйвынулисразуPPp  ; 

    1.0
9

1

10

9
,12  фиолетовыйпотомашарсинийвынулисначалаPPp  ; 

 

д.т.и1.0
8

1

9

8

10

9

),,(23



 фиолетовыйпотомсинийсновапотомшарсинийвынулиPPp 

 
Таким образом,   1.01  pkPpk     случайная величина   принима-
ет все целочисленные значения из  9;0  с одинаковой вероятностью   

 9,0~ DU  и 10n . 

5.4
2

90 M ; 25.8
4

33

12

1102

D  и   9.225.8  ; 

  %101.04 P ;      %808.02.01212   PP ; 
 
          %404.0987696   PPPPP . 

 
Ответ:  9,0~ DU ; ,5.4M  25.8D  и   9.2 ; 
  %104 P ,   %802 P  и   %4096  P . 

§ 1.3 Распределение Бернулли 

Распределение Бернулли (англ. Bernoulli distribution) - дискретное 
распределение случайной величины, принимающей значение 1 с вероятно-
стью p и значение 0 с вероятностью pq 1 . Если случайная величина 
равна единице, это событие называют “успехом”, иначе “неудачей” или 
“неуспехом”. 

Пусть случайная величина   имеет распределение Бернулли с пара-
метром p:  pBernoulli~ . Параметры распределения Бернулли: вероят-
ность “успеха”  1;0p . 
Ряд распределения случайной величины  pBernoulli~ : 

  0 1 
p  q p 
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Вероятность того, что  pBernoulli~  принимает произвольное зна-
чение k, равна: 

 








1

0

kприp

kприq
kP  . 

 
Вероятностные характеристики случайной величины 

 pBernoulli~ : 

pM   и   pqppppD  12 . 
 

Примеры случайных величин: 
1. Случайная величина   равна 1, если случайное событие A произошло, и 

0 в противном случае: 

   
 








.

,
1

01

kприAP

kприAP
kP   

 
Например, пусть 1 , если при подбрасывании игральной кости 

выпало число очков, делящееся без остатка на 3, иначе 0 : 

 














.

,

1
3

1

0
3

2

kпри

kпри
kP   

 
Упражнение. Найти формулу и построить график функции распределения 

 xF  для  pBernoulli~ . 

§ 1.4 Биномиальное распределение 

Биномиальное распределение (англ. binomial distribution) – это дис-
кретное распределение случайной величины, равной числу “успехов” в n 
независимых испытаниях с вероятностью “успеха” в одном испытании p. 
 

Случайная величина   имеет биномиальное распределение с пара-
метрами n и p:  pnB ,~ ,  pnBin ,~ ,  pnBinom ,~  или  pnbin ,~ . 
 

Параметры биномиального распределения: 
1. Число независимых испытаний .n  
2. Вероятность “успеха” в одном испытании  1;0p , величина .constp   
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Ряд распределения случайной величины  pnBin ,~ : 

  0 1 2 ... k ... n 
p  nq  1nnpq  222 n

n qpC ... knkk
n qpC  ... np  

где Zk ,  nk ;0  и pq 1 . 
 

Вероятность того, что  pnBin ,~  принимает значение k, равна: 

  knkk
n qpCkP  , 

где  !!

!

knk

n

k

n
C k

n 








  – биномиальный коэффициент. 

 
Случайная величина  pnBin ,~  равна сумме n независимых слу-

чайных величин, распределенных по закону Бернулли с параметром p: 

n  ...21 , 
где  pBernoullii ~  для всех  ni ,...,2,1    вероятностные характери-
стики   равны:   ,1 npnMM      .1 npqnDD    
 

Примеры случайных величин: 
1. Число гербов при n подбрасываниях монеты. 
2. Число “5” при n подбрасываниях игрального кубика. 
3. Число попаданий в цель при n выстрелах, если вероятность попадания 
при каждом выстреле постоянная и др. 

 
Упражнение. Найти формулу и построить график функции распределения 

 xF  для  pnBin ,~ . 

 
Задача 1.3. На день рождения пришли 14 гостей. Известно, что каждый  
5-й гость бессовестный и приходит без подарка. Пусть   – число бессове-
стных гостей на празднике. Найти закон распределения случайной величи-
ны  , вероятностные характеристики   и вероятности следующих собы-
тий: пришло 8 бессовестных гостей; пришло не меньше 11 гостей с подар-
ками. Считать, что гость приносит или не приносит подарок независимо от 
остальных. 
 
Решение: 

По условию вероятность появления бессовестного гостя 
2.0 constp  и общее число гостей ,14n  при этом гости приходят неза-

висимо один от другого   число бессовестных гостей  ~  2.0,14Bin . 
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Вероятностные характеристики   вычисляются по формулам: 

8.2 npM , 24.28.08.2  npqD , 5.1  D . 
Вероятность события вида k  равна: 

      kkkCkP  14
14 8.02.0 , 

где Zk ,  14;0k . 
По условию задачи нужно найти вероятности событий: 

          %2.0002.08.02.030038.02.08 68688
14  CP  . 

Если на праздник пришло не меньше 11 гостей с подарками (“не 
меньше” означает “больше, либо равно”)   бессовестных гостей должно 
быть не больше трех: 

           

       
      
  %.....

.......

....

.....

70706980128880

0080364800409180828080

80208020

8020148080203

11

2311

1133
14

1222
14

1314
3

0

14

14

3

0







 






CC

CkPP
k

kkk

k



 

 
Ответ:  .204,1~ Bin , 8.2M , 24.2D , 5.1 ,   %2.08 P  

   %703 P . 
 

Задача 1. 4. Неисправный автомат с газировкой в 30% случаев вместо гази-
ровки наливает обычную воду. 10 студентов решили попить газировки, 
каждый взял по стаканчику. Пусть   – число студентов, которые получили 
обычную воду, а   – число тех, кому досталась газировка. Найти законы 
распределения   и  , их математические ожидания, дисперсии и средне-
квадратические отклонения, и вероятности событий: обычная вода была у 
половины студентов; не более чем у 8 студентов; газировку пили 12 сту-
дентов; от 4 до 7 студентов включительно. 
 
Решение: 

По аналогии с Задачей 2.3 случайные величины   и   распределены 
по биномиальному закону:  3.0,10~ Bin  и  7.0,10~ Bin . 
 

Вероятностные характеристики  : 3M , 1.2D  и 45.1 . 
Вероятностные характеристики  : ,7M  1.2D  и 45.1 . 

 
Вероятность события k : 
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      kkkCkP  10
10 7.03.0 , 

где Zk  и  10;0k . 
Вероятность события r : 

      rrrCrP  10
10 3.07.0 , 

где Zr  и  10;0r . 
 

Вероятности событий из условия задачи: 
 

          %101.07.03.02527.03.05 55555
10  CP  . 

 
            

  %.....

...

99999986030371

3070301011091818
9

109



  PPPP
 

  012 P , поскольку студентов всего 10: .10  
 

               

    %....

......

616103070

30703070307074

377
10

466
10

555
10

644
10

7

4



 


C

CCCrPP
r


 

Ответ:  3.0,10~ Bin , 3M , 1.2D , 45.1 ; 
 7.0,10~ Bin , ,7M  1.2D , 45.1 ; 

  %105 P ,   %9.998 P ,   012 P ,   %6174 P . 

§ 1.5 Геометрическое распределение 

Геометрическое распределение (англ. geometric distribution) – это 
дискретное распределение случайной величины, равной числу “неудач” до 
появления первого “успеха” в независимых испытаниях с вероятностью 
“успеха” в одном испытании p. 

Случайная величина   имеет геометрическое распределение с пара-
метром p:  pGeom~  или  pgeom~ . 

 
Параметр геометрического распределения: вероятность “успеха” 

 1;0p . 
Ряд распределения случайной величины  pGeom~ : 

  0 1 2 ... k ... 

p  p  qp  pq2  ... pqk  ... 

где 0Nk  и pq 1 . 
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Вероятность того, что  pGeom~  принимает значение k, равна: 

  pqkP k . 
Задача 1.5. Найдите математическое ожидание и дисперсию  pGeom~ . 
 
Решение 

 

  ,
p

q

p

pq

q
pq

q

q

q
pq

q
q

pqq
q

pqkqpqkqppkqpM
k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k
ii




























 


























22

111

1

100

1

1

1


 

т.к. по свойству степенных рядов: если степенной ряд сходится   произ-
водная степенного ряда равна сумме производных его членов. Наш ряд, 
составленный из степеней q, сходится как геометрическая прогрессия с ча-
стным  1;0q . 

Далее найдем дисперсию   по формуле    22  MMD  : 

   

  ,
2

2

32

111

12

1

2

0

22

1

1 p

qq

p

q
pq

q

q

q
pq

kq
q

pqkq
q

pqqkpqpqkpM
k

k

k

k

k

k

k

k

k
ii

























 























 

т. к. ряд, составленный из элементов вида ,kkq  ,k  является сходящимся: 

p

q
kqp

k

k 


1

   

 22
1 1 q

q

p

q
kq

k

k







, 

2

2

2

2

p

q

p

q

p

qq
D 







 . 

 

Ответ: 
p

q
M  , 

2p

q
D  . 

Примеры случайных величин: 
1. Число гербов до первого выпадения цифры при подбрасывании монеты. 
2. Число промахов до первого попадания в цель, если считать вероятность 

попадания при каждом выстреле одинаковой . 
3. Число красных шаров, извлеченных из урны, до появления синего шара, 

если в урне n красных шаров и 1 синий, шары извлекаются последова-
тельно по одному и красные шары возвращаются обратно. 

4. Число подбрасываний игрального кубика до первого выпадения “3”. 
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Упражнение. Найти формулу и построить график функции распределения 
 xF  для  pGeom~ . 

 
В другой интерпретации геометрическое распределение – это дис-

кретное распределение случайной величины, равной номеру появления 
первого “успеха” в независимых испытаниях с вероятностью “успеха” в 
одном испытании p. 
 

В этом случае ряд распределения  pGeom~ : 

  1 2 ... k ... 
p  p  qp  ... pqk 1  ... 

где параметр k  и pq 1 . 
Вероятность события k  в этом случае равна: 

  pqkP k 1 . 
 
Задача 1.6. Найдите математическое ожидание и дисперсию  pGeom~ . 
 
Решение: 

 
  pq

p

q

q

q
pq

q
pq

q
pkqppkqM

k

k

k

k

k

k

k

k 1

11 2
111

1

1

1 
























 




















. 

     

.
23

2
111

12

1

122

11

1

p

q

p

q
p

q

q

q
pkq

q
pkq

q
pqkppqkM

k

k

k

k

k

k

k

k


























 



















 

Сходимость ряда 
 21 1 q

q
kq

k

k







 установлена в Задаче 1.5. 

   
2

2

2
22 11

p

q

pp

q
MMD 







  . 

Ответ: 
p

M
1 , 

2p

q
D  . 

 
Различие между определениями геометрического закона распределе-

ния: в первом случае моделируется число “неудач”, а во втором – число 
испытаний до первого “успеха” включительно. 
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Упражнение. Укажите, в чем сходства и различия между биномиальным и 
геометрическим законами распределения. 

 
Задача 1.7. В корзине 9 синих шариков и один фиолетовый. Наугад выни-
мают по одному шарику до тех пор, пока шар не окажется фиолетовым. 
Синие шарики возвращаются в корзину. Пусть случайная величина   – это 
число извлеченных синих шариков, а   – общее число испытаний. Найти 
законы распределения и вероятностные характеристики случайных вели-
чин и вероятности следующих событий: фиолетовый шарик извлекли за 
5 попыток; не менее чем за 3 попытки; число попыток от 10 до 12 включи-
тельно. 
 
Решение: 

Случайная величина   равна числу “неудач” до первого “успеха”, 
где под “неудачей” понимается извлечение синего шара, под “успехом” – 
фиолетового. Вероятность извлечь фиолетовый шар не зависит от номера 
попытки, поскольку синие шары возвращаются в корзину   1.0~ Geom , 
где 1.0p  – вероятность появления фиолетового шарика: 

   kkP 9.01.0  , 
параметр 0k  и .9.01  pq  

Вероятностные характеристики  : 9M , 90D  и 5.9 . Слу-
чайная величина   равна общему числу испытаний, которое совпадает с 
номером первого “успеха”, т. е.  1.0~ Geom . Вероятность события r  
вычисляется по формуле: 

    19.01.0  rrP  , 
где r . Вероятностные характеристики  : 10M , 90D  и 5.9 . 
Вероятность извлечь фиолетовый шарик с пятой попытки: 

    %6.6066.09.01.05 4 P . 
Вероятность извлечь фиолетовый шар не менее чем с третьей попытки: 

         %..... 818109010101211313   PPPP
 
Вероятность извлечь фиолетовый шарик за 10–12 попыток: 

           
%..

.........

1010

71290109010901090101210 911109
12

10



 
r

rPP 

 
Ответ:  1.0~ Geom , 9M , 90D , 5.9 ; 

 1.0~ Geom , 10M , 90D , 5.9 ; 
  %6.6066.05 P ,   %8181.03 P ,   %101.01210 P . 
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Задача 1. 8 (по мотивам задачи [4]). Студент едет в другой конец города, 
стоя в переполненном автобусе. Он пытается занять свободное место. Бу-
дем считать, что эти попытки не зависят друг от друга, и вероятность ус-
петь к свободному месту постоянна и равна 0.05. Пусть случайная величи-
на   – число неудавшихся попыток. Найдите закон распределения ,  ее ве-
роятностные характеристики и вероятности следующих событий: студенту 
повезет на 7-й раз; число неудачных попыток не превышает 2; номер ус-
пешной попытки начинается с 8. 
 
Решение: 

Случайная величина   равна числу “неудач” до первого “успеха” в 
серии независимых испытаний с постоянной вероятностью “успеха” 
p = 0.05, где под испытанием понимается попытка занять свободное место 
   05.0~ Geom . 

Вероятность события k  вычисляется по формуле: 

   kkP 95.005.0  , 
где 0k  и .95.01  pq  Вероятностные характеристики  : 19M , 

380D  и 5.19 ;  

    %7.3037.095.005.06 6 P ;

      %1414.095.005.095.005.005.02 2
2

0

 
k

kPP  ;

          %707.095.095.005.011717 7
6

0

6

0

 
 k

k

k

kPPP  . 

Для вычисления вероятности события 7  следует применить фор-

мулу суммы первых 7 членов геометрической прогрессии   095.0 k
k . 

 
Ответ:  05.0~ Geom ; 19M , 380D , 5.19 ;  
  %7.3037.06 P ;   %1414.02 P ;   %707.07 P . 

§ 1.6 Распределение Пуассона 

Распределение Пуассона, или пуассоновское распределение (англ. 

Poisson distribution) – это дискретное распределение случайной величины, 
равной числу событий за фиксированный период времени и/или в фикси-
рованной области пространства, при этом события происходят с постоян-
ной интенсивностью и не зависят друг от друга. 

Случайная величина   имеет пуассоновское распределение с пара-
метром  :   P~ ,   Po~  или   Poisson~ . 
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Параметр пуассоновского распределения: интенсивность  , или 
среднее число событий на единицу времени и/или пространства, .0  

Закон распределения Пуассона, или ряд распределения 
  Poisson~ : 

  0 1 2 ... k ... 

p  e   e   e
2

2

 ...  e
k

k

!
 ... 

где 0Nk . Вероятность события k  для   Poisson~  равна: 

    e
k

kP
k

!
, 

где факториал натурального числа k равен kk  ...21!  и 10! . 
 

Распределение Пуассона представляет собой один из предельных 
случаев биномиального распределения: рассмотрим последовательность 
схем Бернулли с числом испытаний  ...,2,1n , при этом в каждой схеме 
для фиксированного n вероятность “успеха”  npp   постоянна и равна: 

  







n
o

n
np

1
. 

где постоянное число 0 . 
При переходе от одной схемы Бернулли к другой вероятность “успе-

ха” стремится к нулю:   0np  при n . 

Пусть случайные величины  1nn  имеют биномиальное распреде-

ление:  pnBinn ,~    при неограниченном росте числа испытаний n ве-
роятности событий  kP n   стремятся к закону Пуассона: 

           e
k

npnpCkP
k

knkk
nn

!
1  при n , 

где nk   и  nnp
n 

 lim . 

 
Упражнение. Доказать справедливость последней формулы. 

В нашем частном случае последовательность числа “успехов” схо-
дится по распределению к случайной величине: 


d

n   при n , 

где   Poisson~       


nnpMM
n

n
n

limlim  и  D . 
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Упражнение. Доказать справедливость формул для M  и .D  

Пуассоновское распределение – предельный случай биномиального, 
когда при неограниченном росте n и неограниченном уменьшении p мате-
матическое ожидание случайных величин n  приблизительно постоянное и 
равно  nM . 

Биномиальные коэффициенты вычисляются весьма сложно при 
больших значениях n и nk     справедлива теорема: 
 
Если вероятность “успеха” p в каждом испытании постоянна и мала, а 
число независимых испытаний n достаточно велико, то вероятность на-
ступления “успеха” ровно k раз, nk  , приближенно вычисляется по 
формуле Пуассона с параметром np .* 
* распределение Пуассона иногда называют распределением редких собы-
тий. 

Примеры случайных величин: 
1) Число опечаток на странице текста. 
2) Число вызовов, поступивших на АТС в единицу времени. 
3) Число покупателей в магазине в определенный час и т. д. 
 
Задача 1.9. Сосед сверлит дрелью по воскресеньям в среднем 2 раза в час. 
Пусть случайная величина   – количество включений дрели в течение часа. 

Найдите ее закон распределения, вероятностные характеристики и вероят-
ности следующих событий: дрель включали 4 раза в час; 4 раза в течение 
получаса; не более 2 раз в 15 минут. 
 
Решение: 

Предположим, что испытания независимые, т.е. сосед заранее не вы-
бирает моменты, когда включить дрель   получаем серию независимых 
испытаний с постоянной интенсивностью 2  в час:  2~ Poisson    

вероятность события k  равна: 

  2

!

2  e
k

kP
k

 , 

где 0k . 
Вероятностные характеристики  : ,2M  2D  и 4.1 . 
Вероятность события “дрель включали 4 раза в час” равна: 

  %909.0
3

2

4

2
4 22

4

!
  eeP  . 

Вероятность события “дрель включали 4 раза в течение получаса”: 
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  %5.1015.0
24

1

4

1
4

~ 11
4

!
  eeP  , 

где случайная величина  1~
~

Poisson . 
Вероятность события “дрель включали не более 2 раз в 15 минут ”: 

    %9999.0625.1
5.0

2 5.0
2

0

5.0
2

0 !
 






 ee

k
kPP

k

k

k

 , 

где случайная величина  5.0~ Poisson . 
 
Ответ:  2~ Poisson ; 2M , 2D , 4.1 ;   %909.04 P ; 

  %5.1015.04
~ P , где  1~

~
Poisson ; 

  %9999.02 P , где  5.0~ Poisson . 
 
Задача 1.10. Студент делает в среднем 1 ошибку на 10 страниц конспекта. 
Пусть   – число ошибок, которое студент сделает в 24-листовой тетради. 
Найти закон распределения  , математическое ожидание, дисперсию, 
среднеквадратическое отклонение   и вероятности следующих событий: в 
конспекте будет 5 ошибок; не меньше 3 ошибок; от 3 до 6 ошибок включи-
тельно. 
 
Решение: 

Случайная величина   является пуассоновской с параметром  , т. к. 
равна числу ошибок, возникающих с постоянной интенсивностью незави-
симо одна от другой. 

Вычислим интенсивность появления ошибок в 24-листовой тетради, 
если в среднем на 10 страницах допускается одна ошибка, а в тетради 
48 страниц: 

8.4     8.4~ Poisson  с вероятностью события 

    8.4

!

8.4  e
k

kP
k

 , 

где параметр 0k . 
Вероятностные характеристики  : 8.4M , 8.4D  и 2.2 . 
Вероятность сделать 5 ошибок в 24-листовой тетради: 

   
%5.17175.0

5

8.4
5 8.4

5

!
 eP  . 

Вероятность сделать в 24-листовой тетради не меньше 3 ошибок: 

      %8686.052.118.411313 8.48.48.4
2

0

 


 eeekPPP
k

 . 
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Вероятность допустить в 24-листовой тетради от 3 до 6 ошибок: 

     
%6565.0

8.4
63

6

3

8.4
6

3 !
 





 k

k

k

e
k

kPP  . 

 
Ответ:  8.4~ Poisson ; 8.4M , 8.4D , 2.2 ; 
  %5.17175.05 P ,   %8686.03 P ,   %6565.063 P . 

 
Задача 1.11 (по мотивам задачи [4]). 
На концерте популярного исполнителя аппаратура ломается с вероятно-
стью 3%, и приходится петь вживую. Пусть   – число концертов, на кото-
рых аппаратура вышла из строя. На год запланировано ровно 100 концер-
тов. Найти вероятности событий: аппаратура выйдет из строя на 8 концер-
тах; не менее чем на четырех концертах; “живыми” станут от 7 до 10 кон-
цертов включительно. 
 
Решение: 

В задаче рассматривается схема Бернулли с малой вероятностью 
“успеха” p = 0.03, большим числом испытаний n = 100 и числом “успехов” 

nk  , где под “успехом” понимается отказ аппаратуры. При заданных ус-
ловиях вычислить биномиальные коэффициенты и возвести величину 

pq 1  в большую степень достаточно сложно. Однако можно заменить 
случайную величину  pnBin ,~  на приближенную ей   Poisson~  с 
интенсивностью 3 np :   , откуда 

    3

!

3  e
k

kPkP
k

 , 

где 0Nk , nk  . 
Вероятность отказа аппаратуры на 8 концертах: 

  %8.0008.0
8

3
8 3

8

!
 eP  . 

Вероятность отказа аппаратуры не меньше чем на 4-х концертах: 

        %3535.0131141414 3
3

0

 


 ekPPPP
k

 . 

Вероятность того, что придется петь вживую на 7–10 концертах: 

      %3.3033.0
7

3

80

3

8

4
1107 3

710

7

10

7 !







  


 ekPkPP
kk

 . 

 
 

Ответ:   %8.08 P ,   %354 P ,   %3.3107  P . 
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§ 1.7 Гипергеометрическое распределение 

Гипергеометрическое распределение (англ. hypergeometric distribu-
tion) – это дискретное распределение случайной величины, равной количе-
ству удачных выборок без возвращения из конечной совокупности. Пусть 
имеется конечная совокупность, состоящая из N элементов. Предположим, 
что M из них обладают нужным нам свойством. Оставшиеся N-M этим 
свойством не обладают. Случайным образом из общей совокупности вы-
бирается группа n элементов. Пусть  - случайная величина, равная коли-
честву выбранных элементов, обладающих нужным свойством. Тогда слу-
чайная величина   имеет гипергеометрическое распределение с парамет-
рами M, N, n:  nNMHG ,,~ , N=0,1,2….; M=0,1,2…,N; n=0,1,2…,N; 

Вероятность того, что  nNMHG ,,~  принимает значение k равна: 

 
n
N

kn
MN

k
M

C

CC
kP


 . 

Математическое ожидание 
N

nM
M  . 

Дисперсия 
1

1




N

nNNMNnM
D

))(/(/ . 

Замечание. Если ввести p=M/N, q=1-p, то np
N

nM
M  ; 

).())(/(/
1

1
1

1

1







N

n
npq

N

nNNMNnM
D  И можно показать, что 

при увеличении объема выборки N  гипергеометрическое распределе-
ние стремится к биномиальному распределению. 
 
Задача 1.12. Организация пытается создать группу из 8 человек, обладаю-
щих определенными знаниями о производственном процессе. В организа-
ции работают 30 сотрудников, обладающих необходимыми знаниями, 
причем 10 из них работают в конструкторском бюро. Какова вероятность 
того, что в группу попадут два сотрудника из конструкторского бюро, если 
членов группы выбирают случайно? Объем генеральной совокупности в 
этой задаче N = 30, объем выборки n = 8, а количество успехов M = 10. 
 

Решение: 

Используя формулу  
n
N

kn
MN

k
M

C
CC

kP

 , получаем:  
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 
10
30

6
20

2
102
C

CC
P

 =0.298. Таким образом, вероятность того, что в группу 

попадут два сотрудника из конструкторского бюро, равна 0,298 (или 
29,8%). 

Ответ: 0,298. 
 
Упражнение. Выписать формулу для функции распределения  xF  для 

 nNMHG ,,~ . 

§ 1.8 Распределение Паскаля 

Распределение Паскаля (англ. Pascal distribution) или отрицательное 
биномиальное распределение (англ. negative binomial distribution) – это 
распределение дискретной случайной величины, равной количеству испы-
таний в последовательности испытаний Бернулли с вероятностью успеха p, 
проводимой до m-го успеха. 

Распределение Паскаля неразрывно связано с биномиальным. Отли-
чие состоит в том, что биномиальная случайная величина определяет веро-
ятность m успехов в n испытаниях, а случайная величина из распределения 
Паскаля – вероятность k испытаний вплоть до m-го успеха (включая и этот 
успех). Более подробно: в последовательности независимых испытаний 
Бернулли фиксируется число наступлений «успехов» – m. Вероятность 
«успеха» в одном испытании известна и равна p. Рассматривается распре-
деление вероятностей случайной величины  , равной числу испытаний до 
наступления m-го по порядку «успеха» в последовательности включитель-
но. В заданных условиях случайная величина   имеет распределение Пас-
каля. Обозначение  pm,NB~ . Вероятность того, что  pm,NB~  при-
нимает значение k равна: 

  ,...,,...,,, 1211
1  
 mmkmqpCkP mkmm

k . 

Математическое ожидание 
p

m
M  . Дисперсия 

2p

mq
D  . 

Задача 1.13. Спутник сканирует заданную акваторию океана за 4 оборота 
вокруг Земли. Если на каком-либо витке из-за различных помех происхо-
дит искажение текущего результата, то оно обнаруживается, и сканирова-
ние, выполненное на этом витке, повторяется заново. Найти вероятность 
того, что всё сканирование будет завершено не более чем за 10 витков, ес-
ли вероятность искажения результата на одном витке составляет 0,2. 
 
Решение: 
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Для решения задачи введем схему Бернулли. Неискажение результата ска-
нирования на витке – «успех», p=0,8. Тогда числу m будет соответствовать 
число успешно завершенных витков с вероятностью неискажения 0,8, то 
есть 4 витка. С учетом этого искомая вероятность решения задачи не более 
чем за n = 10 витков запишется в виде:  

 }{ 10P    







10

4

1
1

10

4 k

mkmm
k

k

qpCkP  0,999136, 

то есть примерно в одном случае из тысячи в заданных условиях сканиро-
вание не завершится за 10 оборотов спутника вокруг Земли. 
 
Ответ: 0,999136. 
 
Упражнение. Выписать формулу для функции распределения  xF  для 

 pm,NB~ . 
 



 
 
 
 

Глава 2. Разные задачи на дискретные распределения 
 
 
Задача 2.1. Дан ряд распределения случайной величины  : 
 

  –2 –1 0 1 3 
p  0.1 2p  0.4 4p  0.2 

 
где 0, 42 pp  и величина 4p  в два раза больше величины 2p . 
 
Найти: 
1. Параметры 2p , 4p . 
2. Математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратическое отклоне-
ние .  
3. Функцию распределения  xF  и построить ее график. 

4. Вероятности следующих событий: 
а) 0  
б) 0  
в) 37    
г) 25.1    

 
Решение: 

1. Случайная величина   имеет дискретное распределение   1
5

1


i

ip    








24

42

2

30

pp

pp .
   








2.0

1.0

4

2

p

p
 

 
2. Вероятностные характеристики  : 

5.06.02.001.02.0
5

1


i

ii pM   

    25.225.08.12.001.04.05.0 2
5

1

222  
i

ii pMMD  , 

откуда 
  5.125.2   D  
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3. По определению     xPxF ;     

1. При 2x  данная вероятность равна нулю, т. к. все значения 2i ; 
2. При 12  x  ровно 1 значение 21   попадает в промежуток 

 x;  с вероятностью 1.01 p ; 
3. При 01  x  значения 21   и 12   попадают в промежуток 

 x;  с вероятностью 2.021  pp  и т. д. 

Формула функции распределения: 

 

























31

318.0

106.0

012.0

121.0

20

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF  

График функции распределения: 

 
4. а)       4.02.02.0310 54  ppPPP   

б)       8.04.04.04.0000 3  pPPP   

в)   037  P , т. к. все значения 2i  

г)         7.010125.1 432  pppPPPP   
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Ответ: 1. 1.02 p , 2.04 p  
             2. 5.0M , 25.2D ,   5.1  
             3. см. Решение 
             4. а) 0.4 

б) 0.8 
в) 0 
г) 0.7 

 
Задача 2. 2 [ 2]. 
Случайная величина   задана законом распределения вероятностей: 
 

  1 3 5 7 9 
p  0.25 a b c 0.15 

 
Известно, что   6.051  P . Тогда значения неизвестных параметров a, 
b и c могут быть равны: 

1)  a = 0.05, b = 0.30, с = 0.25 
2)  a = 0.05, b = 0.30, с = 0.35  
3)  a = 0.05, b = 0.20, с = 0.35  
4)  a = 0.15, b = 0.30, с = 0.25 

 
Решение: 
 

Сумма вероятностей всех возможных значений   равна 1, следова-
тельно 

6.015.025.01  cba  
По условию задачи 6.025.0  ba   35.0 ba    из получен-

ных двух уравнений .25.0c  
Среди предложенных вариантов всем условиям отвечает лишь вари-

ант 1), где a = 0.05, b = 0.30, с = 0.25. 
 
Ответ: 1). 
 
Задача 2.3 (по мотивам [5]). 
Случайная величина   задана законом распределения вероятностей: 
 

  1 2 3 4 
p  0.4 0.2 0.25 0.15 

 
Тогда ее функция распределения вероятностей имеет вид: 
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1)  























40

4385.0

326.0

214.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF     2)  























41

4385.0

326.0

214.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF  

 

3)  























41

4315.0

3225.0

212.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF     4)  























415.0

4325.0

322.0

214.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF  

Решение: 

Первый способ – найти формулу по определению    xPxF   : 
1) при 1x :     01  PxF  
2) при 21  x :     4.01  PxF  
3) при 32  x :       6.02.04.021   PPxF  
4) при 43  x :         85.025.02.04.0321   PPPxF  
5) при 4x :           14321   PPPPxF  

Следовательно, нам подходит формула 2). 

Второй способ – внимательно посмотреть на предложенные варианты: 
1)   0xF  при 4x  – не выполняются свойства функции распределения 2 
и 4 со стр. 4. 
3)   15.0xF  при 43  x  – не выполняется свойство 2. 
4) не выполняются свойства 2 и 4. 
 
Важное замечание о втором способе. В условии задачи не сказано, что 
какой-либо из предложенных вариантов обязательно является ответом. Не 
исключено, что ни один вариант не подходит. В связи с этим, второй спо-
соб является вспомогательным для того, чтобы сразу исключить из рас-
смотрения заведомо не подходящие варианты, не относящиеся к функциям 
распределения. 
 
Ответ: 2). 
 
Задача 2.4 (по мотивам [5]). 
Случайная величина   задана законом распределения вероятностей: 
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  –2 –1 1 3 5 6 
p  0.2 0.1 0.2 0.1 0.3 0.1 

 
Тогда вероятность  41  P  равна:  
1) 0.5 
2) 0.4 
3) 0.3 
4) 0.1 
 
Решение: 

Случайная величина   имеет дискретное распределение, следова-
тельно, 

      3.01.02.03141   PPP  
 
Ответ: 3). 
 
Задача 2.5 (по мотивам [5]). 
Случайная величина   задана функцией распределения вероятностей: 

 























41

4385.0

326.0

214.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF  

 
Тогда вероятность  42  P  равна: 
1) 0;   2) 0.2;  3) 0.4;  4) 0.55. 
 
Решение: 
 
Первый способ. 

По определению    xPxF      ряд распределения   имеет вид: 
  1 2 3 4 
p  0.4 0.2 0.25 0.15 

 
  ,4.011  Pp    ,2.04.06.022  Pp  

  25.06.085.033  Pp  и   .15.085.0144  Pp  
 

Следовательно,       4.015.025.04342   PPP . 
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Второй способ. 
          4.06.01242442  FFPPP  . 

 
Ответ: 3). 
 
Задача 2.6 (по мотивам [5]). 
 
Для случайной величины   с рядом распределения 

  1 2 3 4 
p  1p  2p  3p  4p  

 

функция распределения вероятностей имеет вид:  























41

4385.0

326.0

214.0

10

xпри

xпри

xпри

xпри

xпри

xF  

 
Тогда значения вероятностей 1p , 2p , 3p  и 4p  равны соответственно: 
1) 0.4, 0.6, 0.85, 1 
2) 0, 0.25, 0.40, 0.75 
3) 0.25, 0.4, 0.15, 0.2 
4) 0.4, 0.2, 0.25, 0.15 
 
Решение: 

По определению    xPxF   , следовательно, 

          4.004.00111111  FFPPPp  , 
где    xFF

x 01
lim01


 . 

По аналогии рассчитываются остальные параметры: 

          ,2.04.06.00222222  FFPPPp   
          ,25.06.085.00333333  FFPPPp   

и           .15.085.010444444  FFPPPp   
 

Здесь  0xF  означает предел слева функции распределения  xF  в 
точке x, существование которого следует из свойств функции распределе-
ния (свойство 3 на стр. 5). 
 
Ответ: 4). 
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Задача 2.7 (по мотивам [4]). 
Каждое утро Федя просит деньги на обед по алгоритму: 

1. Сначала подходит к папе: папа ничего не даст с вероятностью 0.2, даст 
50 р. с вероятностью 0.5, иначе – 100 р. 
2. Потом к маме: если папа ничего не дал, мама ничего не даст с вероятно-
стью 0.1, либо даст 50 р. с вероятностью 0.5, либо даст 100 р. 
Если папа дал 50 р., то мама ничего не даст с вероятностью 0.2, либо даст 
50 р. с вероятностью 0.4, либо 100 р. 
Если папа дал 100 р., то мама ничего не даст с вероятностью 0.4, либо даст 
50 р. с вероятностью 0.5, иначе – 100 р. 

Пусть случайная величина   – количество денег от мамы с папой за 
одно утро. Найти закон распределения ,  ее вероятностные характеристи-
ки, а также вероятности событий: во вторник Федя останется без карман-
ных денег; в среду Феде дадут не больше сотни; в четверг Федя купит обед 
из супа за 20 р., пюре с котлетой за 70 р., салата за 15 р. и компота за 10 р. 
при условии, что предыдущие карманные деньги потрачены и можно рас-
считывать только на то, что ему дадут с утра. 
 
Решение: 

Случайная величина   распределена дискретно: 
 

  0 50 100 150 200 
p  0.02 0.2 0.4 0.35 0.03 

где вероятности ip  вычисляются следующим образом. 
Пусть событие A = “папа не даст ничего”, B = “мама не даст ничего”, 

тогда событие 0  равносильно произведению событий AB и по теореме 
умножения вероятностей: 

        02.01.02.001  ABPAPABPPp  . 

Пусть событие A = “папа не даст ничего”, B = “мама даст 50 р.”, 
С = “папа даст 50 р.”, D = “мама не даст ничего”   событие 50  равно 
сумме событий AB и CD. По теореме сложения вероятностей для несовме-
стных событий: 

        2020505020502 .....  CDPABPCDABPPp  . 
По аналогии вычисляются остальные вероятности: 

 3 100 0.2 0.4 0.5 0.4 0.3 0.4 0.4p P          ; 

 4 150 0.5 0.3 0.5 0.4 0.35p P        ; 

  03.01.03.02005  Pp ; 
* не забывайте проверять, чтобы сумма всех ip  была равна единице. 

Математическое ожидание случайной величины  : 
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5

1

0 0.02 50 0.2 100 0.4 150 0.35 200 0.03 108.5i i
i

M p 


            . 

Математическое ожидание 2 : 

 
5

2 2 2 2 2 2 2

1

0 0.02 50 0.2 100 0.4 150 0.35 200 0.03 13575i i
i

M p 


            . 

Дисперсия и среднеквадратическое отклонение   равны: 

   22 13575 11772.25 1802.75D M M       , 42.46  . 

Вероятность того, что во вторник Феде ничего не дадут, равна 
%21 p . 
Вероятность того, что в среду Феде дадут не больше сотни: 

 
       100 0 50 100 0.02 0.20 0.40 0.62 62%P P P P               . 

 
Вероятность того, что в четверг Федя купит обед общей стоимостью 

115 р. только на деньги, выданные родителями утром: 
 
     115 150 200 0.35 0.03 0.38 38%P P P           . 

 
Ответ: закон распределения   приводится в решении задачи; 

108.5,M   1802.75,D   42.46  ; 
  %202.00 P ,  100 0.62 62%P     ,  115 0.38 38%P     . 

 
Задача 2. 8 (по мотивам [4]). 
Преподаватель ставит оценки на экзамене следующим образом: он подбра-
сывает три монетки, считает число гербов и прибавляет два балла. Пусть 
  – оценка за экзамен. Найдите закон распределения   и ее вероятностные 
характеристики, а также вероятности событий: студент-отличник получит 
тройку, а прогульщик –не ниже четверки; из трех подруг 2 получат оценку 
“отлично” и одна “хорошо”. 
 
Решение: 

Ряд распределения случайной величины   имеет вид: 

  2 3 4 5 
p  0.125 0.375 0.375 0.125 

Вероятности ip  определяем по числу гербов, выпавших на трех мо-
нетках, с вероятностью выпадения герба, равной 0.5: 
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    125.05.05.05.021  гербаодногонивыпалонеPPp  ; 

    375.0125.03 1
32  CгербодинвыпалPPp  ; 

    375.0125.04 2
33  CгербадвавыпалоPPp  ; 

    125.054  гербатривыпалоPPp  . 
 

Вероятностные характеристики случайной величины  : 

5.3125.05375.04375.03125.02
4

1


i

ii pM  ; 

  13125.05375.04375.03125.02 2222
4

1

22 
i

ii pM  , следова-

тельно 

    75.05.313 222   MMD  и .87.0  
 

Вычислим вероятность того, что отличник получит тройку, а про-
гульщик не ниже четверки: рассматривается произведение событий 

ABD  , где событие A = “отличник получит тройку” и событие 
B = “прогульщик получит оценку не ниже четверки”. Учитывая способ вы-
ставления оценок, можем сделать вывод о независимости событий A и B 
  для независимых событий A и B вероятность их произведения равна 
произведению вероятностей каждого события: 
 
                  

%75.181875.05.0375.0

54343


  PPPPPBPAPABPDP

 

 
Вероятность того, что из трех подруг 2 девочки получат “отлично” и 

одна “хорошо”, равна: 
 
  1.8%0.018375.0125.0 22

3 ÑHP  
 
Ответ: закон распределения   представлен в решении задачи; 

,5.3M  ,75.0D  87.0  
  %75.181875.0 DP ,   1.8%0.018 HP . 
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