
2.1. Физические модели механики
Основной моделью физического тела в механике является материальная точка (для краткости часто говорят – «частица»). Так называют тело, размерами которого пренебрегают в условиях данной задачи и рассматривают его как геометрическую точку. Важность этой модели в том, что любое протяженное тело можно представить как систему материальных точек (частиц). Для этого сплошное тело мысленно разбивают на элементы, которые можно рассматривать как материальные точки, т.е. объем каждого элемента 
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 должен быть мал по сравнению с объемом тела: 
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. Предельную, бесконечно малую величину элементарного объема при 
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 0 обозначают 
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. Его масса определяется как 
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, где 
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 – плотность в пределах объема 
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 (ввиду малости элементарного объема в его пределах она считается постоянной).
Важно, что, несмотря на условие 
[image: image9.wmf]D

i

V

 
[image: image10.wmf]®

 0, элемент объема нельзя отождествлять с молекулой или атомом. «Частица» тела в механике – это всегда макроскопическое тело, содержащее огромное число микрочастиц. В пренебрежении атомно-молекулярным строением вещества заключается суть модели сплошной среды. Она используется при изучении движения жидкостей, газов и деформируемых твердых тел. 
Если деформации твердого тела при движении пренебрежимо малы, то применяется еще одна важнейшая модель механики – абсолютно твердое тело (или просто – «твердое тело»). Так называют систему частиц, расстояния между которыми не изменяются в процессе движения. Важно понимать, что деформации реальных тел всегда присутствуют, в частности, с ними связано появление сил реакции при контакте двух тел. Даже если при решении задачи тело считается абсолютно твердым, силы реакции со стороны других тел системы должны учитываться.
В условиях учебной лаборатории размеры тел обычно сравнимы с расстояниями, на которые они перемещаются. Поэтому наиболее часто приходится пользоваться моделью абсолютно твердого тела. Однако если тело движется поступательно, его всегда, вне зависимости от его размеров, можно рассматривать как материальную точку. С другой стороны, при вращательном движении тела и некоторых видах колебательного различные точки тела движутся по-разному, и использование модели материальной точки заведомо невозможно. 
При изучении упругих деформаций твердых тел (работа № 10) и волновых процессов в твердых телах (работа № 14) используется модель сплошной среды. 
2.2. Механика материальной точки
2.2.1. Кинематика материальной точки
Положение материальной точки в пространстве может определяться следующими величинами (см. рис. 2.1): 


- радиус-вектором 
[image: image11.wmf]r

, соединяющим начало координат с движущейся частицей (векторный способ описания движения), 

- декартовыми координатами частицы 
[image: image12.wmf],,

xyz

, представляющими собой проекции вектора 
[image: image13.wmf]r

 на оси прямоугольной системы координат (координатный способ),


- дуговой (траекторной) координатой 
[image: image14.wmf]s

, которая отсчитывается вдоль траектории движения (естественный способ).

[image: image15]

Последний способ используется, когда траектория частицы заранее известна. Его преимущество в том, что для описания движения нужна всего одна скалярная величина.
Координата, определяющая положение частицы, не обязательно имеет размерность длины (в таких случаях используют термин «обобщенная координата»). Например, при движении частицы по плоской кривой ее положение можно задавать угловой координатой 
[image: image16.wmf]j

 – углом, отсчитываемым от некоторой оси, лежащей в плоскости движения. Часто этот способ применяется к движению частицы по окружности. В этом случае угол 
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 (в радианах) связан с дуговой координатой: 
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 где R - радиус окружности.

[image: image19]
Изменение положения частицы при её движении характеризуется приращением её координат (
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, 
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 и т.п.) или радиус-вектора 
[image: image23.wmf]D

r

 (т.е. вектором перемещения). Отношение перемещения к соответствующему промежутку времени 
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 определяет вектор средней скорости частицы за время 
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 (см. рис. 2.2): 
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Предел средней скорости при 
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 0 называется мгновенной скоростью частицы 


[image: image29.wmf]0

lim

t

t

D®

D

=

D

r

v

;
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.3)

с точки зрения математики, это – производная радиус-вектора частицы по времени, которая может быть обозначена тремя способами:
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(точкой над буквой обозначается только производная по времени). Наиболее часто в физике пользуются вторым обозначением производной как отношения элементарных приращений (дифференциалов) функции и её аргумента. В данном случае 
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 - элементарное перемещение частицы за бесконечно малый промежуток времени 
[image: image32.wmf]dt

. Модуль вектора 
[image: image33.wmf]d

r

 считается равным длине бесконечно малой дуги траектории, пройденной за время 
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направлен вектор 
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 по касательной к траектории как предел вектора перемещения 
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, ориентированного вдоль хорды (см. рис. 2.3).
Таким образом, вектор скорости 
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, как и вектор 
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, направлен по касательной к траектории. Поэтому можно записать: 
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где 
[image: image41.wmf]τ

 - единичный вектор касательной.
Быстрота изменения скорости с течением времени характеризуется вектором ускорения частицы. Ускорение 
[image: image42.wmf]a

 равно производной скорости частицы по времени:
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Дифференцируя по времени 
(2.6)

, можно показать, что вектор ускорения разлагается на две составляющие – тангенциальную  GOTOBUTTON ZEqnNum902232  \* MERGEFORMAT , направленную вдоль касательной к траектории, и нормальную 
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, направленную перпендикулярно 
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 «внутрь» кривой, т.е. к центру кривизны: 
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где 
[image: image50.wmf]n

- единичный вектор нормали; R - радиус кривизны  траектории в данной точке (см. рис. 2.4).
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Тангенциальное ускорение характеризует быстроту изменения модуля скорости частицы. Вектор 
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 сонаправлен со скоростью 
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, если модуль скорости увеличивается и противоположен 
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, если модуль скорости уменьшается. Если 
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, имеем равномерное движение (
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Нормальное ускорение характеризует быстроту изменения скорости по направлению; 
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 в случае прямолинейного движения, когда 
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В случае движения по окружности радиуса R, скорость частицы согласно (2.1)

 и (2.6):
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где введена угловая скорость частицы
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Угловую скорость рассматривают как вектор, направленный вдоль оси вращения, проходящей через центр окружности перпендикулярно ее плоскости (см. рис. 2.5). Направление вектора 
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 выбирается так, чтобы выполнялось векторное равенство
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где 
[image: image63.wmf]r

- радиус-вектор частицы относительно начала системы координат, лежащего на оси вращения. Таким образом, для определения направления угловой скорости, как и для векторного произведения, можно использовать правило буравчика: вектор 
[image: image64.wmf]ω

 направлен в сторону движения буравчика, ручка которого вращается так же, как и частица по окружности.
Вектор углового ускорения частицы 
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 определяется как производная угловой скорости по времени: 
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Вектор 
[image: image67.wmf]ε

, как и вектор 
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, направлен вдоль оси вращения; если угловая скорость увеличивается, то 
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 направлен в ту же сторону, что и 
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; если 
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 уменьшается, то их направления противоположны.
В соответствии с (2.8) и (2.9) тангенциальная и нормальная составляющие линейного ускорения при движении по окружности связаны с угловыми величинами 
[image: image72.wmf]w

 и 
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 соотношениями: 
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2.2.2. Динамика материальной точки
Основное уравнение динамики материальной точки – это второй закон Ньютона, который в векторной форме может быть записан как


[image: image75.wmf]2

2

,

=

å

i

i

d

m

dt

r

F

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.14)

где 
[image: image76.wmf]m

 - масса частицы, а ускорение 
[image: image77.wmf]a

 записано как вторая производная ее радиус-вектора 
[image: image78.wmf]r

. Величина в правой части 
(2.14)

 можно проинтегрировать и найти его общее решение – закон движения частицы (2.14)

 – это векторная сумма всех приложенных к частице сил. Если известны силы, приложенные к частице, то уравнение  GOTOBUTTON ZEqnNum826962  \* MERGEFORMAT . Уравнение 
(2.14)

 является дифференциальным уравнением второго порядка, поэтому его решение  GOTOBUTTON ZEqnNum826962  \* MERGEFORMAT  будет содержать две произвольные постоянные интегрирования. Для их нахождения используются начальные условия: известные (заданные) значения радиус-вектора 
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 и скорости 
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 в некоторый (начальный) момент времени 
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На практике при решении задач векторное уравнение (2.14)

 часто приходится записывать в проекциях на оси координат. Это могут быть, например, декартовы координаты. При криволинейном движении удобно записывать проекции на оси естественной системы координат (касательная и нормаль к траектории движения).
Если в задаче рассматривается несколько взаимодействующих тел, то второй закон Ньютона записывается для каждого из них с учётом того, что силы взаимодействия подчиняются третьему закону Ньютона: они направлены вдоль одной прямой, равны по модулю и противоположны по направлению.
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Отметим важный частный случай, когда тела связаны невесомой нитью, т.е. массой нити можно пренебречь по сравнению с массой тел (см. рис. 2.6). Тогда можно считать, что связанные тела непосредственно взаимодействуют друг с другом и, следовательно, силы натяжения нити, действующие на оба тела, могут считаться равными по модулю в соответствии с третьим законом Ньютона: 
[image: image85.wmf]12
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. Если же невесомая нить взаимодействует с какими-то другими массивными телами (например, переброшена через блок, массой которого пренебречь нельзя), то равенство сил натяжения уже не имеет места.

Отметим также, что второй закон Ньютона можно записать иначе, используя определение импульса частицы 
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2.3. Динамика системы материальных точек. Законы сохранения в механике

2.3.1. Импульс системы. Центр масс системы. Законы изменения и сохранения импульса
Импульсом системы частиц называют векторную сумму импульсов ее отдельных частиц:
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где 
[image: image89.wmf]i

 = 1, 2, … 
[image: image90.wmf]N

 (
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 – число частиц в системе). Для расчета импульса системы необязательно знать импульсы 
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 каждой частицы. Оказывается, что вектор 
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 может быть представлен как произведение суммарной массы системы 
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 так называемого центра масс системы:
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Центром масс системы называют точку С, радиус-вектор которой относительно начала данной системы отсчета равен
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где 
[image: image98.wmf]i
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 - радиус-вектор 
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-й частицы. Скорость центра масс находится как 
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откуда и вытекает (2.17)

.

Используя  2-й и 3-й законы Ньютона, можно доказать следующие теоремы.

Теорема о движении центра масс. Центр масс системы движется как материальная точка, в которой сосредоточена вся масса системы, и к которой приложены все внешние силы, действующие на частицы системы:
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где 
[image: image102.wmf](
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 - результирующая внешних сил, приложенных к 
[image: image103.wmf]i

-й частице.

Теорема об изменении импульса системы. Производная по времени импульса системы равна результирующей всех внешних сил:



[image: image104.wmf](

)

.

=

å

e

i

i

d

dt

p

F


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.21)

Из 
(2.21)

 следует, что приращение импульса системы  GOTOBUTTON ZEqnNum708488  \* MERGEFORMAT  за время 
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т.е. импульс системы изменяется под действием только внешних сил. Внутренние силы вызывают изменение импульсов (скоростей) отдельных частиц системы, но не влияют на величину суммарного импульса системы и скорости ее центра масс. Если же внешние силы отсутствуют (система замкнута) или их равнодействующая равна нулю, то импульс системы 
[image: image108.wmf]p

 остается неизменным во времени (т. е. сохраняется). В этом заключается закон сохранения импульса системы частиц. 

Удобство теорем (2.21)

 в том, что для их использования нужно знать только внешние силы. Отметим также, что формулы (2.20) и (2.21) внешне выглядят так же, как и аналогичные формулы (2.14) и (2.15) динамики материальной точки.
(2.20)

 и 
2.3.2. Работа, мощность, энергия. Законы изменения и сохранения полной механической энергии
Работой постоянной силы называют скалярное произведение вектора этой силы 
[image: image109.wmf]F

 на вектор перемещения частицы 
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где 
[image: image112.wmf]a

 - угол между векторами силы и перемещения (см. рис. 2.7). В случае переменной силы можно, используя (2.23)

, определить элементарную работу 
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на элементарном перемещении 
[image: image114.wmf]d

r

 за бесконечно малый промежуток времени 
[image: image115.wmf]dt

, в течение которого силу 
[image: image116.wmf]F

 можно считать постоянной. Для расчета работы силы на конечном перемещении необходимо разбить траекторию движения на элементарные участки и просуммировать работы, совершенные силой 
[image: image117.wmf]F

 на каждом из них при условии, что перемещение на каждом участке стремится к нулю:
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[image: image586.wmf]t

Предел (2.25)

 называют криволинейным интегралом по заданному участку траектории и записывают в виде:
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Для расчета криволинейного интеграла его сводят к обычному определенному интегралу по координатам движущейся частицы (см. курс мат. анализа).

Работа силы при перемещении частицы из положения 1 в положение 2, вообще говоря, зависит от формы траектории. Однако существуют так называемые консервативные силы, зависящие только от расстояния между взаимодействующими телами, для которых работа не зависит от пути между точками 1 и 2. Работа консервативной силы всегда может быть представлена как разность начального и конечного значений некоторой функции координат движущейся частицы, которая называется потенциальной энергией 
[image: image120.wmf]П
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:
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Примерами консервативных сил в механике служат силы тяготения и силы упругости. Например, в поле однородной силы тяжести 
[image: image122.wmf]=
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 потенциальная энергия равна
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где координата 
[image: image124.wmf]z

 частицы отсчитывается вверх по вертикали от некоторого уровня, условно принятого за нулевой.

Потенциальная энергия упруго деформированного тела
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где 
[image: image126.wmf]k

 - упругий коэффициент (жесткость), 
[image: image127.wmf]x

 - величина абсолютной упругой деформации (изменение линейного размера упругого тела).

Мощность характеризует быстроту совершения работы. Если за время 
[image: image128.wmf]dt

 совершается работа 
[image: image129.wmf]dA

, то мгновенная мощность 
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 равна
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Учитывая, что в (2.24) 
[image: image132.wmf]=
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, где 
[image: image133.wmf]v

 - мгновенная скорость частицы, получаем
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Зная мощность, можно найти работу, совершаемую данной силой 
[image: image135.wmf]F

 за промежуток времени от 
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 до 
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Совершение силой работы обязательно связано с изменением модуля скорости частицы, к которой она приложена. В самом деле, работа равна нулю, если 
[image: image139.wmf]^
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, т.е. 
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. В этом случае ускорение, сообщаемое частице силой 
[image: image141.wmf]F

, будет чисто нормальным, т.е. скорость 
[image: image142.wmf]v

 изменяется только по направлению. Оказывается, что работа силы связана с изменением кинетической энергии частицы 
[image: image143.wmf]2
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, которая как раз зависит от модуля, но не от направления скорости. В механике доказывается теорема о кинетической энергии: приращение кинетической энергии частицы равно суммарной работа всех приложенных к ней сил:
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Эта теорема легко обобщается на случай системы частиц. Кинетическая энергия системы равна сумме кинетических энергий всех ее частиц: 
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[image: image146.wmf]A

 в (2.33)

 тогда представляет собой суммарную работу всех сил (и внешних, и внутренних!), действующих на все частицы системы.

Величина 
[image: image147.wmf]=+
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, равная сумме кинетической и потенциальной энергий, называется полной механической энергией. Работу в правой части 
(2.33)

 можно представить как сумму работ консервативных и неконсервативных сил:  GOTOBUTTON ZEqnNum421717  \* MERGEFORMAT . Расписывая 
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 согласно (2.27), теорему(2.33)

 можно привести к виду 
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где 
[image: image151.wmf]1

E

 и 
[image: image152.wmf]2

E

 - начальное и конечное значения полной механической энергии системы. Формула (2.34) представляет собой, таким образом, закон изменения полной механической энергии.
Если среди сил, действующих на частицу (или систему частиц) нет неконсервативных сил (или их работа равна нулю), то из (2.34) вытекает закон сохранения полной механической энергии:
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Таким образом, полная механическая энергия не сохраняется при наличии неконсервативных сил, работа которых отлична от нуля. Это, прежде всего, диссипативные силы, работа которых всегда отрицательна. К ним относятся различного рода силы трения, силы сопротивления среды и т.п. В результате их действия полная механическая энергия уменьшается, превращаясь во внутреннюю энергию тел.

Иногда в слагаемом 
[image: image155.wmf].
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 приходится учитывать работу так называемых сторонних сил. Обычно это внешние силы неизвестной физической природы, работу которых заранее определить невозможно.
2.3.3. Момент силы и момент импульса, уравнение моментов. Закон сохранения момента импульса
[image: image587.wmf]x


Момент силы 
[image: image156.wmf]M

 и момент импульса 
[image: image157.wmf]L

 - векторные величины, определяемые аналогичными друг другу соотношениями. Моментом силы относительно неподвижной точки (начала) называют векторное произведение



[image: image158.wmf][

]

,

=

MrF

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.36)

где 
[image: image159.wmf]r

 - радиус вектор точки приложения силы 
[image: image160.wmf]F

 относительно данного начала. По модулю момент силы равен
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где 
[image: image162.wmf]d

 - плечо силы, т.е. кратчайшее расстояние от начала О до линии действия силы 
[image: image163.wmf]F

 (см. рис. 2.8). 
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Часто при изучении вращательного движения приходится находить проекцию вектора 
[image: image164.wmf]M

 на ось, проходящую через начало О. Эту величину называют моментом силы относительно (неподвижной) оси 
[image: image165.wmf]z

M

. Для ее нахождения удобно вектор силы разложить на три составляющих: параллельную оси 
[image: image166.wmf]z
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, радиальную 
[image: image168.wmf]r
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 и тангенциальную 
[image: image169.wmf]t
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 (см. рис. 2.9). 
Легко видеть, что только момент тангенциальной составляющей 
[image: image170.wmf]t
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 имеет отличную от нуля проекцию на ось 
[image: image171.wmf]z
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где 
[image: image173.wmf]R

 - кратчайшее расстояние от точки приложения силы до оси 
[image: image174.wmf]z
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По аналогии с моментом силы, моментом импульса частицы с импульсом 
[image: image175.wmf]=
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 относительно начала О называют величину
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где 
[image: image177.wmf]r

 - радиус-вектор частицы относительно точки О.

Модуль вектора 
[image: image178.wmf]L

 равен произведению импульса частицы на его плечо:
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Момент импульса системы частиц равен векторной сумме моментов импульса каждой из частиц системы:
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Момент импульса частицы 
[image: image181.wmf]i
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 и действующий на ее момент силы 
[image: image182.wmf]i

M

 связаны уравнением моментов (его вывод см. в литературе):
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откуда
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т.е. действие на частицу момента силы приводит к изменению ее момента импульса.

Обобщением уравнения (2.43) на систему частиц является теорема об изменении момента импульса системы:
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Как и в аналогичную теорему (2.21) для вектора импульса системы, в правую часть (2.44) входят моменты только внешних сил. Таким образом, момент импульса системы изменяется лишь под действием момента внешних сил. Если сумма моментов внешних сил оказывается равной нулю, то момент импульса системы остается постоянным (т.е. сохраняется). В этом состоит закон сохранения момента импульса. В частности, сохраняется момент импульса замкнутой системы, на которую вообще не действуют внешние силы. 
2.4. Динамика твердого тела.

2.4.1. Виды движения твердого тела.

Произвольное движение твердого тела можно представить как совокупность двух простейших видов движения: поступательного и вращательного. 
Поступательным называется движение, при котором любая прямая, связанная с телом, остается параллельной самой себе. При этом одинаковы траектории движения, перемещения, скорости и ускорения всех точек тела. Для описания такого движения достаточно изучить движение какой-либо одной точки тела. Наиболее «удобной» точкой тела для изучения его поступательного движения является его центр масс С, для которого записывается теорема (2.20). Формально теорема о движении центра масс совпадает со вторым законом Ньютона, который записывается для тела, рассматриваемого в качестве материальной точки.

При вращательном движении все точки тела движутся по окружностям, центры которых лежат на одной прямой (называемой осью вращения), а плоскости перпендикулярны этой прямой. Ось вращения, вообще говоря, является мгновенной, т.е. изменяет свое положение в пространстве. Основными кинематическими характеристиками вращения тела являются векторы угловой скорости 
[image: image186.wmf]ω

 и углового ускорения 
[image: image187.wmf]ε

 (см. раздел 2.2.1). В отличие от линейных скоростей и ускорений, они одинаковы для всех точек тела, т.е. характеризуют движение тела как целого. 
2.4.2. Момент инерции твердого тела. Теорема Гюйгенса - Штейнера

Момент инерции – физическая величина, характеризующая инертные свойства твердого тела при вращении вокруг оси. Он зависит от распределения массы тела относительно оси вращения. Пусть тело разбито на элементы (материальные точки) массой 
[image: image188.wmf]i

m

. Моментом инерции частицы относительно оси вращения называют величину 
[image: image189.wmf]2
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[image: image190.wmf]i
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 - кратчайшее расстояние частицы от оси вращения. Момент инерции тела относительно данной оси вращения по определению равен сумме моментов инерции всех составляющих его частиц: 
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Значение момента инерции тела (2.45) будет тем точнее, чем меньше будут размеры и масса элементов, на которые оно разбивается. В пределе это должны быть бесконечно малые объемы 
[image: image192.wmf]dV

 с массой 
[image: image193.wmf]=r
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, где 
[image: image194.wmf]r

 - плотность тела (в общем случае 
[image: image195.wmf]r

 зависит от координат точки тела). Элементарный момент инерции равен 
[image: image196.wmf]2
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, где 
[image: image197.wmf]R

 - расстояние данного бесконечно малого элемента от оси вращения (элемент массы рассматривается как геометрическая точка). Тогда сумма моментов инерции всех элементов тела в пределе переходит в интеграл по массе (объему) тела:
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Момент инерции тела по определению (2.45) равен сумме моментов инерции его отдельных частей (свойство аддитивности). Поэтому момент инерции можно найти, разбивая тело на части, момент инерции которых определяется по известным формулам.
В таблице 3 Приложений приведены наиболее употребительные формулы для расчета моментов инерции тел правильной формы относительно их осей симметрии, проходящих через центр масс.

Иногда моменты инерции можно достаточно просто вычислять с помощью теоремы Гюйгенса - Штейнера. Ее называют также теоремой о параллельных осях, поскольку она связывает моменты инерции относительно двух параллельных осей, одна из которых обязательно проходит через центр масс тела. Если 
[image: image199.wmf]C
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 - момент инерции относительно оси, проходящей через центр масс, то момент инерции 
[image: image200.wmf]J

 относительно  параллельной ей оси равен


[image: image201.wmf]=+

2

,

C

JJmd


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.47)

где 
[image: image202.wmf]m

 - масса тела, 
[image: image203.wmf]d

 - расстояние между осями.

Некоторые экспериментальные методы определения момента инерции твердых тел изучаются в работах 4, 5 и 6 настоящего практикума.

2.4.3. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси

Пусть твердое тело вращается вокруг неподвижной оси 
[image: image204.wmf]z

 с угловой скоростью 
[image: image205.wmf]ω

. Разобьем мысленно тело на элементарные объемы и рассмотрим один из них массой 
[image: image206.wmf]i
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, движущийся по окружности радиуса 
[image: image207.wmf]i

R

 со скоростью 
[image: image208.wmf]=w
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. Момент импульса этой частицы относительно оси 
[image: image209.wmf]z

, согласно (2.40), равен 
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. Суммарный момент импульса тела будет равен 
[image: image211.wmf]2
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, где учтено, что угловая скорость одинакова для всех частиц тела. С учетом определения момента инерции тела (2.45) момент импульса вращающегося тела относительно оси вращения будет равен 
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Имея в виду уравнение моментов (2.44), можно написать: 
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где 
[image: image214.wmf]e

z

 - угловое ускорение, 
[image: image215.wmf]z

M

 - суммарный момент приложенных к телу внешних сил. Мы получили так называемое основное уравнение вращательного движения твердого тела:
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которое является аналогом второго закона Ньютона. Сопоставляя эти два закона, видим, что момент инерции 
[image: image217.wmf]J

 в (2.49) играет роль массы, угловое ускорение 
[image: image218.wmf]e

z

 - линейного ускорения, а вместо равнодействующей всех сил в правой части стоит суммарный момент внешних сил. Поэтому (2.49) часто называют вторым законом Ньютона для вращательного движения.

Физический смысл закона (2.49) состоит в том, что причиной ускоренного вращения тела является отличный от нуля момент сил, приложенных к телу. Можно сказать, что момент силы характеризует вращательную способность силы. Чтобы изменить угловую скорость вращения тела, момент силы относительно оси вращения должен быть отличен от нуля. В соответствии с (2.38) для этого нужно, чтобы линия действия силы не пересекала ось вращения и чтобы сила при этом имела касательную составляющую. Помимо момента силы, угловое ускорение зависит от свойств самого тела, а именно от его момента инерции, который характеризует «геометрию массы» тела, т.е. распределение массы относительно оси вращения.
Работа внешних сил при повороте твердого тела вокруг неподвижной оси на угол 
[image: image219.wmf]21
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 вычисляется по формуле
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где 
[image: image221.wmf]z

M

 - сумма моментов внешних сил относительно оси вращения.

Кинетическую энергию тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, легко получить, суммируя кинетические энергии его отдельных элементов: 
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где 
[image: image224.wmf]J

 - момент инерции тела относительно оси вращения, 
[image: image225.wmf]w

 - угловая скорость. 
2.4.4. Тензор и эллипсоид инерции. Главные оси тела

Согласно определению (2.45), момент инерции зависит от положения оси относительно тела. Вычислим момент инерции тела относительно произвольной оси CA, проходящей через его центр масс С (рис. 2.10). 
Радиус-вектор 
[image: image226.wmf]i

r

 элементарной массы 
[image: image227.wmf]i

m

 представим как сумму двух его составляющих: параллельной 
[image: image228.wmf]i
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 и перпендикулярной 
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 оси CA. Пусть 
[image: image230.wmf](cos;cos;cos)
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 - единичный вектор оси CA; его проекции на оси декартовой системы координат – это косинусы углов 
[image: image231.wmf],,
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 между осью CA и осями 
[image: image232.wmf],,

xyz

 соответственно (так называемые направляющие косинусы оси). 
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По определению момента инерции (2.45) имеем:



[image: image234.wmf]222

()()

iiiii

ii

JmRmr

==-r

åå

n

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.52)

Учтем, что 
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, а также соотношение 
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. Тогда (2.52) приводится к виду
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где постоянные коэффициенты при квадратах направляющих косинусов называют осевыми моментами инерции:
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а остальные коэффициенты – центробежными моментами инерции относительно данной оси CA:
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Совокупность девяти величин 
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, где 
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 называют тензором инерции относительно данной оси и записывают в виде таблицы (матрицы):
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при этом осевые моменты инерции являются диагональными, а центробежные – недиагональными компонентами тензора. Осевые моменты инерции имеют смысл моментов инерции тела относительно осей 
[image: image244.wmf],,

xyz

 декартовой системы координат. Недиагональные компоненты тензора 
[image: image245.wmf]J

 попарно равны: 
[image: image246.wmf]mnnm
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, 
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; подобные тензоры называют симметричными.

Выражение (2.53) может быть записано более компактно:
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Это соотношение допускает следующую геометрическую интерпретацию. Если от начала координат С отложить по всем направлениям отрезки длиной 
[image: image249.wmf]1

J

, где 
[image: image250.wmf]J

 - момент инерции относительно данной оси, то геометрическим местом концов этих отрезков будет поверхность второго порядка, являющаяся эллипсоидом. Его называют эллипсоидом инерции, а оси симметрии этого эллипсоида – главными осями тела.

Таким образом, у любого твердого тела существуют три взаимно перпендикулярные главные оси, проходящие через его центр масс. Главные оси замечательны тем, что могут служить свободными осями вращения: при вращении вокруг такой оси ее направление в пространстве сохраняется неизменным без какого-либо воздействия извне.

Если координатные оси 
[image: image251.wmf],,

xyz

 совпадают с главными осями тела, то уравнение эллипсоида имеет наиболее простой вид, а тензор инерции становится диагональным:
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т. е. все центробежные моменты инерции обращаются в нуль. Уравнение (2.53) принимает более простой вид:
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т. е. момент инерции тела в этом случае определяется не шестью, а всего лишь тремя величинами 
[image: image254.wmf],,

xyz

JJJ

, называемыми главными моментами инерции тела (второй индекс в обозначении компонент тензора теперь не обязателен).

Если ось вращения тела может изменять свое направление в пространстве, то формулы (2.48) и (2.51) должны быть обобщены; при этом компоненты вектора момента импульса и кинетическая энергия вращающегося тела выражаются через компоненты тензора инерции:
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(вывод этих формул можно найти в литературе). Как и (2.53), формулы (2.58) и (2.59) упрощаются при переходе к главным осям тела. 
2.4.5. Гироскоп
Гироскопом называется быстро вращающееся симметричное твердое тело, ось вращения которого (ось симметрии) может изменять свое направление в пространстве. «Быстрота вращения» означает, что гироскоп обладает большим собственным моментом импульса, направленным вдоль оси его собственного вращения: 
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где 
[image: image258.wmf]J

 - момент инерции относительно оси вращения, 
[image: image259.wmf]ω

 - угловая скорость собственного вращения. Даже если ось гироскопа поворачивается в пространстве, момент импульса (2.60) практически не изменяется, т. е. всегда направлен по оси собственного вращения, а его модуль 
[image: image260.wmf]LJ
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Движение гироскопа определяется уравнением моментов (2.44). В случае свободного гироскопа, когда на него не действуют внешние силы, 
[image: image261.wmf]()
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= 0 и 
[image: image262.wmf]const
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L

, т. е. момент импульса остается постоянным и по величине, и по направлению. Значит, гироскоп в отсутствие внешних воздействий сохраняет неизменным в пространстве направление оси вращения. При кратковременных воздействиях, когда мало произведение 
[image: image263.wmf]()

×D

e

t

M

, изменение момента импульса гироскопа также будет малым, т. е. направление его оси остается почти неизменным. На устойчивости направления оси гироскопа в пространстве основаны его многочисленные 

[image: image264]
применения в технике: нарезное оружие, гирокомпас, стабилизаторы положения тел в пространстве, успокоители качки и т. п.

Если на гироскоп действует постоянный момент внешних сил, перпендикулярный вектору 
[image: image265.wmf]L

, то последний будет постоянно изменяться по направлению: вектор 
[image: image266.wmf]L

, а с ним и ось гироскопа будут поворачиваться в направлении действия момента силы. Такое вращение оси гироскопа называют вынужденной прецессией. Рассмотрим это явление подробнее на примере. На рис. 2.11 гироскоп (волчок), вращающийся вокруг оси OO( с угловой скоростью 
[image: image267.wmf]w

, опирается о подставку в неподвижной точке O. При отклонении оси вращения от вертикали на гироскоп начинает действовать момент силы тяжести 
[image: image268.wmf]M

, направленный «от нас». Этот момент силы стремится опрокинуть волчок, однако он ведет себя иначе: его ось вращения отклоняется в перпендикулярном ей направлении и начинает прецессировать вокруг оси 
[image: image269.wmf]z

, описывая коническую поверхность с постоянным углом раствора 
[image: image270.wmf]q

. 

Прецессия объясняется следующим образом. Под действием момента сил 
[image: image271.wmf]M

 вектор 
[image: image272.wmf]L

 момента импульса гироскопа согласно уравнению моментов (2.44) получает приращение
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Так как 
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, то и 
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, значит, вектор 
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 изменяется только по направлению, сохраняя неизменной свою абсолютную величину. За время 
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 вектор 
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 повернется вокруг оси 
[image: image279.wmf]z

 на угол 
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, при этом 
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Деля обе части (2.62) на 
[image: image282.wmf]dt

, с учетом (2.61) получаем 



[image: image283.wmf]sin

ML

=×q×W

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.63)

где 
[image: image284.wmf]ddt

W=j

 - угловая скорость прецессии. Учитывая векторный характер величин в (2.63), можно написать
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По этой формуле можно определить величину и направление угловой скорости прецессии, если известен момент сил, действующих на гироскоп. Как отмечалось выше, она верна только для быстровращающегося гироскопа, т. е. когда 
[image: image286.wmf]Ww

=

. Из (2.64) видно также, что момент сил определяет не угловое ускорение (как это было бы для невращающегося гироскопа), а угловую скорость прецессии. Значит, как только внешний момент сил перестает действовать, ось гироскопа останавливается.
2.4.6. Силы трения при движении твердых тел.


При перемещении одного твердого тела относительно другого по его поверхности возникает сила трения скольжения, направленная по касательной к поверхности противоположно относительной скорости первого тела. Такая же сила, но противоположно направленная, действует на поверхность другого тела. 

Сила трения скольжения не зависит от относительной скорости движения тел и подчиняется эмпирическому закону Кулона – Амонтона: 
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где 
[image: image288.wmf]k

 - безразмерный коэффициент трения, зависящий от рода и состояния поверхностей, а также качества их обработки; 
[image: image289.wmf]N

 - сила нормального давления, численно равная силе нормальной реакции опоры.

Для сухого трения между поверхностями твердых тел характерно наличие сил трения покоя. Если внешняя сила, касательная к поверхности соприкосновения тел, недостаточно велика, то тела могут за счет этих сил удерживаться в покое; сила трения покоя при этом уравновешивает внешнюю касательную силу и равна ей по модулю. Для того чтобы началось скольжение, касательная составляющая внешней силы должна превзойти максимальное значение силы трения покоя, приблизительно равное силе трения скольжения (2.65).
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[image: image290]

Трение покоя может оказаться существенным и при наличии относительного движения тел, например, при качении твердого цилиндра или шара по некоторой твердой поверхности. В отсутствие проскальзывания точка соприкосновения катка с поверхностью в каждый момент времени покоится. Поэтому сила, действующая на тело в этой точке со стороны поверхности, является именно силой трения покоя, которая и обеспечивает отсутствие проскальзывания (см. рис. 2.12). Кроме того, момент этой силы относительно центральной оси вращения, поддерживает ускоренное вращение тела. 

При качении без проскальзывания сила трения покоя не совершает работы, так как приложена к покоящейся точке. Однако в реальных условиях всегда часть механической энергии переходит во внутреннюю (поверхности тел нагреваются и неупруго деформируются). Это связано с наличием трения качения, возникновение которого нельзя объяснить в рамках модели абсолютно твердого тела. Трение качения возникает вследствие неупругой деформации катка и плоскости в месте контакта, всегда имеющего место в реальных условиях. 

Из-за деформации поверхности происходит “вынос” точки приложения силы реакции поверхности 
[image: image291.wmf]Q

 вперед по ходу движения катка (рис. 2.13). Линия действия нормальной силы реакции 
[image: image292.wmf]N

 уже не проходит через центр масс С катка. Поэтому сила 
[image: image293.wmf]N

 создает момент сил трения качения 
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где 
[image: image297.wmf]1

k

 - коэффициент трения качения, имеющий размерность длины. Коэффициент 
[image: image298.wmf]1
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 имеющий в (2.66) смысл плеча силы 
[image: image299.wmf]N

, фактически представляет собой величину “выноса” точки приложения силы реакции. Величина его мала по сравнению с радиусом катка и зависит от материала катка и поверхности. Обычно для металлов (сталь по стали) 
[image: image300.wmf]1
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:

 0,001-0,002 см. 
2.5. Упругие деформации

Под действием внешних сил любое реальное тело деформируется, т. е. изменяет свои размеры и форму. Деформация называется упругой, если с прекращением действия внешней силы деформация исчезает. Если есть остаточная деформация, которая остается в теле после прекращения действия силы, то говорят о неупругой или пластической деформации.
Упругое тело всегда противодействует деформации: в нем возникают силы упругости, стремящиеся вернуть частицы тела в положение, которое они занимали до деформации. Для характеристики упругих сил вводится понятие упругого напряжения: напряжением называют векторную величину, численно равную отношению силы упругости 
[image: image301.wmf]F

 к площади 
[image: image302.wmf]S

 сечения тела, в котором эта сила действует. Напряжение называется нормальным, если сила перпендикулярна сечению 
[image: image303.wmf]S

 и касательным, если она приложена параллельно площадке.


Для достаточно малых упругих деформаций существует однозначная связь между упругим напряжением и величиной деформации, известная как закон Гука: напряжение прямо пропорционально деформации. Коэффициент пропорциональности, характеризующий упругие свойства тел, называется модулем упругости. Закон Гука нарушается, если напряжение превосходит некоторое предельное значение, называемое пределом пропорциональности.
[image: image591.wmf]0
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Простейшими видами деформаций являются растяжение (сжатие) и сдвиг. Остальные деформации можно представить как сумму этих простых деформаций. Закон Гука справедлив для всех видов упругих деформаций, но для каждого вида записывается по-своему.
Деформация растяжения (сжатия) (рис. 2.14) характеризуется абсолютным удлинением 
[image: image304.wmf]D=-

0

lll

 или относительным удлинением 
[image: image305.wmf]e
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, где 
[image: image306.wmf]0

l

 и 
[image: image307.wmf]l

- начальная и конечная длина тела. Закон Гука для данного вида деформации записывается в виде
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где 
[image: image309.wmf]FS

s=

 - нормальное напряжение, 
[image: image310.wmf]E

 - модуль Юнга, зависящий от рода материала. Согласно (2.69) модуль Юнга, как и напряжение, измеряется в паскалях и численно равен напряжению, при котором 
[image: image311.wmf]e=

 1 (т. е. размеры образца увеличиваются в 2 раза и 
[image: image312.wmf]D=

0

ll

). 

Иногда закон Гука для деформации растяжения (сжатия) записывают в виде



[image: image313.wmf]=D
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где коэффициент упругости (или жесткость) 
[image: image314.wmf]k

 зависит не только от материала, но и от размеров и формы тела.

Коэффициент Пуассона. При растяжении (сжатии) изменяются не только продольные, но и поперечные размеры тела (см. рис. 2.14). Опыт показывает, что относительное изменение поперечного размера 
[image: image315.wmf]000
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прямо пропорционально относительному удлинению 
[image: image316.wmf]e

:
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[image: image592.wmf]d

где постоянная для данного материала величина 
[image: image318.wmf]m

 называется коэффициентом Пуассона. Знак «минус» учитывает, что при растяжении (
[image: image319.wmf]e

 > 0) поперечные размеры уменьшаются, а при сжатии (
[image: image320.wmf]e

 < 0) – увеличиваются. Можно показать, что максимальное значение коэффициента Пуассона равно 0,5.

Деформация сдвига (рис. 2.15). Рассмотрим тело ABCD с закрепленной нижней гранью CD. Под действием касательной силы 
[image: image321.wmf]F

, приложенной к верхней грани тела, все его плоские слои сместятся параллельно друг другу. Мерой деформации является при этом угол сдвига 
[image: image322.wmf]g

 (относительный сдвиг):
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Закон Гука для деформации сдвига имеет вид:


[image: image324.wmf]G
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где 
[image: image325.wmf]FS

t=

 - касательное напряжение, 
[image: image326.wmf]S

 - площадь верхней грани. Модуль сдвига 
[image: image327.wmf]G

 численно равен касательному напряжению, вызывающему относительный сдвиг, равный 1.

Значения модулей упругости 
[image: image328.wmf]E

 и 
[image: image329.wmf]G

, а также коэффициента Пуассона 
[image: image330.wmf]m

 для некоторых материалов приводятся в таблице 4 Приложений.

[image: image593.wmf]z


Деформация кручения (рис. 2.16). Если к нижнему концу стержня с закрепленным верхним концом приложить пару сил 
[image: image331.wmf]F

 в плоскости поперечного сечения, то под действием момента 
[image: image332.wmf]M

 этой пары сил стержень испытает деформацию неоднородного сдвига, так как разные поперечные слои стержня будут сдвигаться на различные углы. Такую деформацию называют кручением, ее мерой является угол закручивания 
[image: image333.wmf]q

 нижнего основания стержня относительно верхнего основания. Закон Гука в данном случае записывается в виде
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где 
[image: image335.wmf]D

 - модуль кручения, численно равный моменту сил, вызывающему закручивание нижнего сечения на угол, равный 1 рад. Величина 
[image: image336.wmf]D

 связана с модулем сдвига 
[image: image337.wmf]G

, но в отличие от модулей упругости 
[image: image338.wmf]E

 и 
[image: image339.wmf]G

зависит не только от рода материала стержня, но и от его размеров и формы. Для цилиндра радиусом 
[image: image340.wmf]R

 и длиной 
[image: image341.wmf]L

 расчет приводит к формуле
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Как видно из (2.73), величина 
[image: image343.wmf]D

 сильно зависит от радиуса 
[image: image344.wmf]R

, поэтому заметная деформация кручения наблюдается только для достаточно тонких стержней (т. е. проволоки). 
2.6. Механические колебания
2.6.1. Основные понятия
К колебаниям относят движения (процессы), точно или приблизительно повторяющиеся с течением времени. Колебательные процессы обладают особыми математическими закономерностями, общими для колебаний различной физической природы. Движения колебательного характера встречаются в большинстве работ данного практикума. Особый вид колебаний составляют волновые процессы, изучению которых на примере поперечных колебаний струны посвящена работа № 14.
В зависимости от причины возникновения выделяют два случая колебаний. В первом случае колебания возникают в результате выведения системы из положения устойчивого равновесия за счёт внешнего воздействия, однако в дальнейшем происходят под действием внутренних сил системы. В этом случае колебания называются свободными. В другом случае колебания происходят при наличии внешней, зависящей от времени силы. Такие колебания называются вынужденными.

Ниже рассматривается наиболее простой случай колебаний системы с одной степенью свободы, когда её движение можно описать одним независимым параметром (обобщенной координатой) 
[image: image345.wmf]x

. В зависимости от свойств системы и от природы колебаний это могут быть самые различные величины (например, угол отклонения маятника от вертикали, заряд конденсатора и сила тока в колебательном контуре и т. д.). В механике наиболее удобно, если величина 
[image: image346.wmf]x

 характеризует смещение системы из положения равновесия (т.е. в равновесии 
[image: image347.wmf]x

 = 0). 
2.6.2. Гармонические колебания
Периодическими называются колебания, которые описываются периодической функцией времени, т.е. 
[image: image348.wmf]()(),

x=x+
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 где 
[image: image349.wmf]T

 – период колебания. Наиболее простым для исследования видом периодических колебаний является гармоническое колебание, которое происходит по закону синуса или косинуса, например:
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Здесь амплитуда 
[image: image351.wmf]A

 представляет собой максимальное смещение системы из положения равновесия, аргумент косинуса 
[image: image352.wmf]()

w+j

t

 называется фазой колебания, а величина 
[image: image353.wmf]j

 – начальной фазой. Фаза является линейной функцией времени и определяет мгновенное значение смещения 
[image: image354.wmf]x

. Величина 
[image: image355.wmf]w

 – циклическая или круговая частота колебаний, измеряемая в радианах на секунду. Она связана с периодом 
[image: image356.wmf]T

 колебаний и их частотой 
[image: image357.wmf]n

 как
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Дифференцируя 
(2.74)

 по времени, находим обобщенные скорость  GOTOBUTTON ZEqnNum890445  \* MERGEFORMAT  и ускорение 
[image: image360.wmf]x

&&

 при гармонических колебаниях:
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Из 
(2.76)

 видно, что скорость и ускорение также изменяются по гармоническому закону с амплитудами  GOTOBUTTON ZEqnNum178117  \* MERGEFORMAT  и 
[image: image363.wmf]2
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 соответственно. Скорость опережает по фазе смещение на π/2, а ускорение на π. Сопоставляя 
(2.74)

 видим, что (2.76)

 и  GOTOBUTTON ZEqnNum178117  \* MERGEFORMAT  или
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Это - дифференциальное уравнение гармонических колебаний или уравнение гармонического осциллятора. Оно является линейным дифференциальным уравнением второго порядка, поэтому его решение – функция 
(2.74)

 – содержит две произвольные постоянные  GOTOBUTTON ZEqnNum890445  \* MERGEFORMAT  и 
[image: image367.wmf]j

, связанные с начальными условиями – смещением 
[image: image368.wmf]0
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 и скоростью 
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 в момент времени 
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Решение уравнения (2.77)

 может быть записано и в другом виде:
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с произвольными постоянными 
[image: image373.wmf]a

 и 
[image: image374.wmf]b

, связанными с 
[image: image375.wmf]A

 и 
[image: image376.wmf]j

 соотношениями: 
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Гармоническим осциллятором является любая система, уравнение движения которой приводится к виду 
(2.77)

. Для этого необходимо, чтобы в системе действовала квазиупругая обобщённая сила, направленная к положению равновесия и пропорциональная смещению  GOTOBUTTON ZEqnNum140481  \* MERGEFORMAT : 
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Обобщённую силу вида (2.81)

 называют также восстанавливающей или возвращающей, поскольку она стремится вернуть систему в положение равновесия. Уравнение движения такой системы может быть записано как:
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где 
[image: image381.wmf]a

 – постоянный коэффициент, характеризующий инертные свойства системы (обычно это масса или момент инерции). Очевидно, что 
(2.77)

, причем (2.82)

 совпадает с  GOTOBUTTON ZEqnNum923746  \* MERGEFORMAT . Тем самым доказывается, что система, находящаяся под действием лишь одной квазиупругой силы, совершает гармонические колебания.

Существует и другой, «энергетический» критерий того, что система является гармоническим осциллятором. Для этого потенциальная энергия системы должна быть пропорциональна квадрату смещения из положения равновесия. В самом деле, тогда полная энергия механической системы имеет вид:
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где, как и выше, 
[image: image384.wmf]a

 – инертный коэффициент, а 
[image: image385.wmf]b

 – коэффициент квазиупругой силы. По закону сохранения энергии 
[image: image386.wmf]const
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. Тогда, дифференцируя 
[image: image387.wmf]E

 по времени, получаем 
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откуда после сокращения на 
[image: image389.wmf]x

&

 вновь приходим к уравнению (2.77)

. 
2.6.3. Маятники
Рассмотрим несколько примеров систем, являющихся, при определённых условиях, гармоническим осциллятором и определим период их колебаний. Для этого достаточно привести дифференциальное уравнение движения системы к виду 
(2.77)

 и найти коэффициент при  GOTOBUTTON ZEqnNum140481  \* MERGEFORMAT , равный квадрату циклической частоты.
[image: image594.wmf]C

1) Пружинный маятник (груз массы 
[image: image391.wmf]m

 на пружине жёсткости 
[image: image392.wmf]k

, сила упругости которой подчиняется закону Гука (2.68); рис. 2.17). Пусть координата 
[image: image393.wmf]x

 отсчитывается от положения, в котором пружина не деформирована. В положении равновесия 
[image: image394.wmf]0
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 сила тяжести уравновешена силой упругости:
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Второй закон Ньютона запишется в виде:
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или с учётом (2.85)

:
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Вводя новую координату 
[image: image398.wmf]0

x=-
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, имеющую смысл смещения груза из положения равновесия и учитывая, что 
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Из сопоставления с 
(2.77)

 видно, что это уравнение гармонического осциллятора с циклической частотой  GOTOBUTTON ZEqnNum140481  \* MERGEFORMAT . Значит, период 
[image: image402.wmf]T

 колебаний пружинного маятника равен
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2) Математический маятник (материальная точка массы 
[image: image404.wmf]m

 на нерастяжимой невесомой нити длиной 
[image: image405.wmf]l

, совершающая колебания в вертикальной плоскости; рис. 2.18). Положение материальной точки на окружности определяется дуговой координатой 
[image: image406.wmf]s

, отсчитываемой от положения равновесия. В качестве обобщенной координаты, определяющей отклонение маятника от положения равновесия, можно также использовать угол 
[image: image407.wmf]sl

q=

. Запишем второй закон Ньютона в проекции на касательную к траектории:
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где 
[image: image409.wmf]asl
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==q
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&&

– тангенциальное ускорение. При малых колебаниях, когда 
[image: image410.wmf]sin

q»q

, получаем уравнение гармонического осциллятора
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циклическая частота и период Т колебаний которого равны:
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3) Физический маятник (твёрдое тело произвольной формы, совершающее колебания вокруг неподвижной горизонтальной оси, жёстко связанной с телом, под действием силы тяжести; рис. 2.19). Роль обобщенной координаты выполняет угол 
[image: image413.wmf]q

 отклонения маятника от вертикали, отсчитываемый против часовой стрелки. После выведения из положения равновесия маятник совершает вращательное движение под действием момента силы тяжести, проекция которого на ось 
[image: image414.wmf]z

, направленную «к нам», запишется как 
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где 
[image: image416.wmf]d

 = OC – расстояние от оси вращения O до центра масс C, к которому приложена сила тяжести (величина 
[image: image417.wmf]q
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d

 – плечо силы тяжести). Составим основное уравнение динамики вращательного движения твёрдого тела (2.49): 
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где момент инерции 
[image: image419.wmf]J

 маятника относительно оси О выступает в качестве инертного коэффициента, а момент 
[image: image420.wmf]z

M

 – обобщенной силы. При малых колебаниях 
[image: image421.wmf]sin

q»q

 и (2.94) приводится к уравнению гармонического осциллятора:
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отсюда период малых колебаний физического маятника равен 
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Формула (2.96) может быть записана в виде формулы периода колебаний математического маятника 
[image: image596.wmf]q
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где 
[image: image425.wmf]=
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lJmd

 – приведенная длина физического маятника. Таким образом, 
[image: image426.wmf]пр

l

 имеет смысл длины подвеса математического маятника, имеющего такой же период колебаний, что и данный физический.

4) Крутильный маятник (массивное твердое тело, подвешенное на тонком упругом стержне; рис. 2.20). При выведении маятника из положения равновесия на угол 
[image: image427.wmf]q

 путем закручивания подвеса на тело действует момент упругих сил 


[image: image428.wmf]упрz
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пропорциональный углу 
[image: image429.wmf]q

, где 
[image: image430.wmf]D

 – постоянный модуль кручения. Для достаточно тонкого и длинного подвеса зависимость (2.98) справедлива для больших углов вплоть до 
[image: image431.wmf]2

qp

:

. Уравнение движения маятника 
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где 
[image: image433.wmf]J

 – момент инерции маятника относительно оси вращения, легко сводится к уравнению гармонического осциллятора вида 
(2.77)

 с циклической частотой  GOTOBUTTON ZEqnNum140481  \* MERGEFORMAT  и периодом
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Полная механическая энергия крутильного маятника складывается из кинетической энергии, определяемой по (2.51) и потенциальной энергии упругой деформации кручения:


[image: image436.wmf]=+=q+q

&

22

11

22

КП

EEEJD

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.101)

2.6.4. Свободные затухающие колебания
В реальных колебательных системах помимо квазиупругой обобщенной силы всегда действуют силы сопротивления. Очень часто обобщенная сила сопротивления прямо пропорциональна первой степени обобщенной скорости:



[image: image437.wmf]сопр
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где 
[image: image438.wmf]g

 – постоянный коэффициент трения. Таковы, например, силы вязкого трения, действующие на маятники со стороны жидкой или газообразной среды, в которой происходит их движение. В результате действия сил сопротивления механическая энергия колебаний постепенно переходит во внутреннюю энергию маятника и окружающей его среды. Это приводит к затуханию колебаний, т.е. уменьшению их амплитуды с течением времени. Колебания таких систем в отсутствие внешних переменных сил называются свободными затухающими; они, как будет показано ниже, не являются гармоническими.

В обобщенном виде уравнение свободных затухающих колебаний записывается как


[image: image439.wmf]ax=-bx-gx
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или
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где 
[image: image441.wmf]2

d=ga

 - коэффициент (или декремент) затухания, а величина 
[image: image442.wmf]w=ba

2

0

, согласно (2.77)

, является циклической частотой колебаний системы в отсутствие сил сопротивления и называется собственной частотой колебательной системы.

Наибольший практический интерес представляет случай малого затухания, когда 
[image: image443.wmf]0

d<w

 и движение системы является колебательным. При 
[image: image444.wmf]0

d>w

 движение является апериодическим: после выведения из положения равновесия предоставленная самой себе система возвращается в него, не совершая при этом колебаний.

Решение уравнения 
(2.103)

 при  GOTOBUTTON ZEqnNum998276  \* MERGEFORMAT  имеет вид:
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[image: image447]где 
[image: image448.wmf]222
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w=w-d

, 
[image: image449.wmf]0

A

 и 
[image: image450.wmf]j

 – произвольные постоянные, определяемые начальными условиями. График такого движения представлен на рис 2.21. Приближаясь к положению равновесия 
[image: image451.wmf]0

x=

, система бесконечное число раз проходит через это состояние, достигая его лишь при 
[image: image452.wmf]®¥

t

 (на практике, разумеется, это время конечно).

Функция времени 
[image: image453.wmf]0

()exp()

=-d
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 называется амплитудой затухающих колебаний. Зависимость 
[image: image454.wmf]()

At

 показана на рис. 2.21 штриховой линией и представляет собой огибающую графика затухающих колебаний. Отсюда можно уяснить физический смысл коэффициента 
[image: image455.wmf]d

: он характеризует быстроту уменьшения амплитуды с течением времени, а его величина обратна времени релаксации 
[image: image456.wmf]1

t=d

. Так называют интервал времени, за который начальная амплитуда 
[image: image457.wmf]0

A

 уменьшается в е раз.
Затухающие колебания не являются периодическими. Однако величину 
[image: image458.wmf]=pw

2

T

 условно называют периодом затухающих колебаний, он равен промежутку времени между двумя последовательными прохождениями системы через положение равновесия в одном направлении. Так как частота 
[image: image459.wmf]w

 всегда меньше собственной, период 
[image: image460.wmf]T

 всегда больше периода незатухающих свободных колебаний.

Коэффициент (декремент) затухания 
[image: image461.wmf]d

 не даёт полной информации о процессе затухания колебаний: за время релаксации 
[image: image462.wmf]t

 может происходить различное число колебаний 
[image: image463.wmf]N

. Путем замены 
[image: image464.wmf]=
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, где 
[image: image465.wmf]N

 – число колебаний, прошедших с начала колебаний к моменту 
[image: image466.wmf]t

, можно представить амплитуду как функцию 
[image: image467.wmf]N

: 
[image: image468.wmf](
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 где 
[image: image469.wmf]l=d

T

 – логарифмический декремент затухания. Это безразмерная величина, обратная числу колебаний 
[image: image470.wmf]e
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, в течение которых амплитуда уменьшается в е раз:
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Существует и другое определение параметра 
[image: image472.wmf]l

 :
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т.е. он равен натуральному логарифму отношения амплитуд, разделенных интервалом времени в один период колебаний. Подстановка в 
(2.106)

  GOTOBUTTON ZEqnNum787021  \* MERGEFORMAT ; 
[image: image475.wmf](

)

0

()exp()

+=-d+

AtTAtT

 приводит к уже указанному выше соотношению 
[image: image476.wmf]l=d

T

.
2.6.5. Вынужденные колебания. Резонанс


Рассмотрим вынужденные колебания системы с одной степенью свободы, возникающие под действием внешней периодической силы, изменяющейся во времени по гармоническому закону. Пусть на систему одновременно действуют квазиупругая обобщенная сила вида (2.81), обобщенная сила сопротивления вида (2.102) и внешняя гармоническая сила вида 
[image: image477.wmf]()cos
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 определенной частоты 
[image: image478.wmf]w

 и амплитуды 
[image: image479.wmf]m

F

. Уравнение движения такой системы запишется как 
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или в более удобной форме 
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где 
[image: image482.wmf]2

d=ga

 - декремент затухания, 
[image: image483.wmf]w=ba
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 - квадрат собственной частоты системы, 
[image: image484.wmf]mm
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Согласно теории линейных дифференциальных уравнений, полное решение уравнения вида (2.108) складывается из его частного решения и общего решения соответствующего однородного уравнения (когда 
[image: image485.wmf]F

x

 = 0): 
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где 
[image: image487.wmf](
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 - частота затухающих колебаний. Первое слагаемое соответствует вынужденным, а второе - собственным затухающим колебаниям. По истечении некоторого времени после начала колебаний второе слагаемое из-за затухания становится пренебрежимо малым и в системе реализуется режим установившихся вынужденных колебаний, происходящих по закону 
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Как видно из (2.109), установившиеся вынужденные колебания являются гармоническими с циклической частотой 
[image: image489.wmf]w

, совпадающей с частотой вынуждающей силы (внешняя сила «навязывает» системе свою частоту). Колебания величины 
[image: image490.wmf]x

 отстают по фазе от колебаний вынуждающей силы на величину 
[image: image491.wmf]j

. Установившиеся колебания не затухают, поскольку внешняя сила, совершая работу, компенсирует потери механической энергии за счет работы сил сопротивления. 


Амплитуду 
[image: image492.wmf]A

 и сдвиг фаз 
[image: image493.wmf]j

 находят, подставляя решение (2.109) в уравнение (2.107) (см. литературу к работе № 15). В результате получаются следующие соотношения: 
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Из (2.110) видно, что 
[image: image495.wmf]A

 и 
[image: image496.wmf]j

 зависят от параметров колебательной системы (
[image: image497.wmf]0

w

, 
[image: image498.wmf]d

) и характеристик вынуждающей силы (
[image: image499.wmf]m

f

, 
[image: image500.wmf]w

). На рис. 2.22 приведены зависимости амплитуды вынужденных колебаний 
[image: image501.wmf]A

 от частоты вынуждающей силы 
[image: image502.wmf]w

 для двух значений коэффициента затухания 
[image: image503.wmf]d

. Видно, что зависимость 
[image: image504.wmf]()
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 имеет максимум на так называемой резонансной частоте 
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, которую можно найти из условия 
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При малом затухании (
[image: image508.wmf]0

dw

=

) резонансная частота близка к собственной частоте 
[image: image509.wmf]0

w

. Возрастание амплитуды колебаний при приближении частоты внешней силы к резонансной частоте называется явлением резонанса. Выражение для амплитуды при резонансе имеет вид 
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Чем меньше затухание, тем уже и острее выглядит резонансная кривая, а при 
[image: image511.wmf]d®

 0 
[image: image512.wmf]рез
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. Зависимость 
[image: image513.wmf]()
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 называют также амплитудно-частотной характеристикой колебаний, а ее график – амплитудной резонансной кривой. 


С резонансной кривой связана еще одна важная характеристика затухания – добротность колебательной системы 
[image: image514.wmf]Q

. Она определяется как отношение амплитуды при резонансе 
[image: image515.wmf]рез
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 к «статической» амплитуде 
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 (внешняя сила постоянна): 
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Приближенные соотношения в определении (2.113) применимы в случае малого затухания. Существует другое определение добротности: 
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где 
[image: image520.wmf]E

 - механическая энергия, запасенная в системе к данному моменту времени, а 
[image: image521.wmf]E

-D

 - ее убыль в результате затухания за один период колебаний. 

Зависимость 
[image: image522.wmf]()

jw

 называется фазово-частотной характеристикой колебания. Графики зависимости 
[image: image523.wmf]()

jw

 (фазовые резонансные кривые) для двух значений параметра 
[image: image524.wmf]d

 показаны на рис. 2.23.

2.6.6. Упругие волны


Упругой волной называется процесс распространения колебаний в упругой среде. Источником волн является связанное со средой колеблющееся тело (осциллятор). Благодаря наличию упругих связей между частицами среды все более и более удаленные от источника частицы среды вовлекаются в вынужденные колебания около своих положений равновесия. Волна называется продольной, если частицы колеблются в направлении распространения волны и поперечной, если колебания происходят в плоскостях, перпендикулярных направлению распространения.

Рассмотрим процесс распространения гармонической упругой волны в положительном направлении оси 
[image: image525.wmf]Ox

. Пусть точка О с координатой 
[image: image526.wmf]x

=

0 совершает гармоническое колебание по закону 
[image: image527.wmf](0,)cos
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, где 
[image: image528.wmf]x

 - смещение частицы от положения ее равновесия, 
[image: image529.wmf]A

 - амплитуда, 
[image: image530.wmf]w

 - циклическая частота колебания. Частица, находящаяся на расстоянии 
[image: image531.wmf]x

 от точки О, будет совершать колебания по такому же закону, но с отставанием по времени на величину 
[image: image532.wmf]xv

, где 
[image: image533.wmf]v

 - скорость распространения волны. Поэтому уравнение бегущей гармонической волны имеет вид 
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где величина 
[image: image535.wmf]kv

=w

 называется волновым числом. Уравнение бегущей волны, распространяющейся в отрицательном направлении оси 
[image: image536.wmf]Ox

, отличается знаком волнового числа: 
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Частицы среды в бегущей волне колеблются с одинаковыми амплитудами 
[image: image538.wmf]A

 (затуханием волны в среде мы здесь пренебрегаем), но в разных фазах, так как фаза 
[image: image539.wmf]tkx
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 зависит от координаты 
[image: image540.wmf]x

. Скорость движения точки постоянной фазы (фазовую скорость) найдем, дифференцируя по времени выражение 
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[image: image542.wmf]dxdtkv

=w=

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.117)

Таким образом, 
[image: image543.wmf]v

 в уравнении бегущей волны – это фазовая скорость ее распространения. Нельзя путать скорость 
[image: image544.wmf]v

 со скоростью колебательного движения частиц среды, которая вычисляется как частная производная 
[image: image545.wmf]t
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 и, подобно смещению 
[image: image546.wmf]x

, гармонически зависит от 
[image: image547.wmf]t

 и 
[image: image548.wmf]x

.

Функция косинуса периодична с периодом 
[image: image549.wmf]2

p

, поэтому точки на оси 
[image: image550.wmf]Ox

, фазы колебаний которых отличаются на 
[image: image551.wmf]2
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 (
[image: image552.wmf]n

 - целое число) движутся по одинаковому закону (говорят, что они колеблются “в фазе” или их колебания “синфазны”). Расстояние между двумя ближайшими точками, колеблющимися синфазно, называют длиной волны. Из этого определения следует, что 
[image: image553.wmf]2

k

l=p

 и 


[image: image554.wmf]22

v

vvT

k

pp

l====

wn

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.118)

где 
[image: image555.wmf]n

 - частота, 
[image: image556.wmf]T

 - период колебаний частиц среды. Таким образом, длина волны равна расстоянию, которое проходит фаза волны за один период колебаний. 

Расписывая и сопоставляя выражения для вторых частных производных по 
[image: image557.wmf]t

 и 
[image: image558.wmf]x

 функции 
[image: image559.wmf](,)

tx
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 в (2.115) или (2.116), находим, что эта функция удовлетворяет следующему дифференциальному уравнению второго порядка: 
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Дифференциальное уравнение вида (2.119) называют волновым уравнением. Составляя волновое уравнение, можно найти фазовую скорость в любом конкретном волновом процессе (пример такого расчета приведен в работе № 14). 

При наложении (интерференции) двух бегущих волн одинаковой частоты и одинаковой амплитуды, распространяющихся во встречных направлениях, образуется так называемая стоячая волна. Для получения уравнения стоячей волны в нашем одномерном случае сложим смещения точек оси 
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 для прямой и встречной волн, записав их согласно (2.115) и (2.116): 
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С учетом тригонометрического тождества 
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Из (2.121) видно, что точки стоячей волны колеблются с различными амплитудами (роль амплитуды в (2.121) играет величина 
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, периодически зависящая от 
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). Смещения точек, в которых 
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 0, всегда равны нулю. Эти точки называются узлами стоячей волны и удовлетворяют условию 
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где 
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 - целое число. Точки, амплитуда колебаний которых максимальна (
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) называются пучностями стоячей волны и удовлетворяют условию 
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(условия (2.122) и (2.123) записаны в предположении, что начало отсчета координаты 
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 совпадает с одной из пучностей). Узлы и пучности располагаются на оси 
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 с интервалом 
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; пучности располагаются посередине между ближайшими узлами, т. е. на расстоянии 
[image: image577.wmf]4

l

 от них. 

Из (2.121) видно, что точки, лежащие между соседними узлами, колеблются синфазно: их смещения одновременно достигают амплитудных значений и одновременно проходят положение равновесия. При переходе через узел 
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 меняет знак, и фаза скачком изменяется на противоположную (т. е. на 
[image: image579.wmf]p

). Таким образом, в отличие от бегущей волны, в стоячей волне нет перемещения фазы от одной точке к другой. Отсутствует также перенос энергии (прямая и встречная волны переносят одинаковую энергию в противоположных направлениях).


Обычно стоячая волна образуется в ограниченных участках среды (например: стержень, струна, труба), когда встречные волны образуются в результате многократных отражений от границ раздела сред. При наложении падающей и отраженной волн стоячие волны образуются не всегда: на границах данной среды должны образоваться либо узлы, либо пучности. Математически условие образования стоячей волны в участке среды длиной 
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 запишется как 
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Добиться выполнения условия (2.124) можно изменением либо длины 
[image: image582.wmf]L

 колеблющегося тела либо же длины волны 
[image: image583.wmf]l

, (например, подбором соответствующей частоты 
[image: image584.wmf]n

 источника колебаний).
Рис. 2.1.





Рис. 2.11.
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Рис. 2.19.
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Рис. 2.22





Рис. 2.21.
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Рис. 2.2. 
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Рис. 2.3. 
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Рис. 2.4. 
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Рис. 2.6. 
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Рис. 2.5. 
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Рис. 2.7. 
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Рис. 2.8.
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Рис. 2.9.





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���





Рис. 2.10.









































Рис. 2.12.
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Рис. 2.13.
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Рис. 2.14.
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Рис. 2.15.
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Рис. 2.16.
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Рис. 2.17.
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Рис. 2.18.





Рис. 2.23
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