ВВЕДЕНИЕ

Порядок выполнения работ физического практикума

Перед выполнением лабораторных работ необходимо:

1) изучить по литературе рекомендованные к данной работе разделы теории, после чего внимательно ознакомиться с ее описанием;
2) четко представить себе цель и этапы выполнения работы;
3) выяснить, какие величины и сколько раз необходимо будет измерить в работе, продумать способ оценки погрешности;
4) с учетом предыдущего пункта начертить таблицу для экспериментальных данных; 

5) подготовить ответы на контрольные вопросы, необходимые для допуска к работе.

К началу занятия в тетради для отчетов должны быть:

1) название и цель работы;

2) описание методики эксперимента и хода работы, рисунок установки;

3) таблицы для экспериментальных данных;

4) расчетные (рабочие) формулы, формулы для вычисления погрешностей и заранее известные значения величин.
Во время занятия студент обязан: 

1) получить у преподавателя допуск к работе;

2) получить технический допуск у лаборанта (четко описать состав установки и порядок действий в ходе работы); 

3) выполнить работу согласно инструкции, занести в таблицы результаты измерений и показать в конце работы полученные данные преподавателю;
4) произвести обработку результатов измерений – рассчитать средние величины, погрешности измерений, построить графики и сделать вывод по работе. Вывод должен содержать не только полученные результаты, но и их анализ и сопоставление с известными (справочными) данными.


Объем каждой работы позволяет завершить оформление отчета и сдать его на этом же занятии. Если студент не успевает этого сделать, отчет о лабораторной работе необходимо сдать на следующем занятии.


Студенты, не получившие зачета по двум выполненным работам, к третьей работе без письменного разрешения деканата не допускаются. 


1.1. Измерения и их погрешности
Измерить физическую величину – значит сравнить ее с однородной величиной, принятой за единицу. Результатом измерения является числовое значение величины с указанием единицы ее измерения.

 Различают измерения:

- прямые, когда величина измеряется непосредственно с помощью измерительного прибора или путем сопоставления с эталоном;

- косвенные, когда значение искомой величины вычисляется по формуле, связывающей эту величину с другими, определенными путем прямых измерений.

Вследствие несовершенства приборов и методов измерений результат измерения всегда в какой-то мере отличается от истинного значения измеряемой величины. Поэтому результат измерения должен сопровождаться информацией о его неопределенности, называемой погрешностью или ошибкой измерения.
Абсолютной погрешностью 
[image: image361.wmf]x

 величины 
[image: image2.wmf]x

 называется разность между измеренным и истинным значением данной величины:
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Относительной погрешностью 
[image: image4.wmf]e

x

 называется отношение абсолютной погрешности к истинному значению измеряемой величины, выражаемое обычно в процентах:
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Относительная погрешность характеризует качество проведенного измерения. В учебном физпрактикуме измерения обычно выполняются с погрешностью 1-10%. Если относительная погрешность превышает 10%, то качество измерения является низким и измерение носит характер оценки.


Ввиду наличия погрешностей истинное значение измеряемой величины всегда остается неизвестным экспериментатору. Значит, не могут быть рассчитаны и погрешности по формулам (1.2)

. Однако, существуют различные методы оценки погрешности эксперимента. Запись результата эксперимента обязательно должна содержать указание на значения абсолютной и относительной погрешностей, полученные с помощью таких оценок.(1.1)

, 

По характеру проявления различают случайные, систематические и грубые погрешности.
1. Случайная погрешность при повторных измерениях одной и той же величины в одинаковых условиях изменяется случайным образом. Наблюдаемый при этом случайный разброс значений измеряемой величины является следствием многочисленных независимых друг от друга факторов, не поддающихся контролю со стороны экспериментатора. Тем не менее, случайные погрешности подчиняются определенным закономерностям, которые позволяют провести их оценку. Эти закономерности являются статистическими, то есть они проявляются при очень большом числе повторных измерений; изучаются они в теории вероятностей. 

2. Систематическая погрешность при повторных измерениях данной величины остается постоянной или же изменяется закономерно. Она определяется разнообразными причинами, например:


- несовершенством прибора (часы спешат или отстают);


- неправильным его использованием (при снятии показаний со стрелочного прибора не учтено, что «сбит нуль»);


- несовершенством методики эксперимента (в расчетных формулах не учтено, что включенные в электрическую цепь измерительные приборы имеют собственное сопротивление).

Во многих случаях, когда причина систематической погрешности известна, ее можно учесть путем введения поправок или изменения методики проведения эксперимента. Иногда удается систематическую погрешность перевести в случайную. Например, можно провести измерение температуры воды в сосуде не одним, а несколькими термометрами, каждый из которых имеет свою неизвестную систематическую погрешность. Однако, систематические погрешности могут оставаться неизвестными экспериментатору и не проявлять себя даже при сильном влиянии на результат.

3. Грубые погрешности (промахи) связаны с ошибками экспериментатора при снятии показаний с приборов или неисправностью оборудования. Измерения, результаты которых существенно отличаются от основной массы повторных измерений, обычно трактуются как промахи и отбрасываются. Однако нужно помнить, что одна и та же ошибка может сохраняться и при повторных измерениях. Поэтому иногда целесообразно повторять измерения в другое время и при измененных условиях. 

В зависимости от источника погрешностей различают следующие их виды: приборная, отсчета, округления, метода измерения и т.д. Всегда при измерениях присутствует и требует учета приборная погрешность. Она обусловлена многими причинами, связанными с конструкцией прибора, качеством его изготовления, условиями его регулировки и применения. Приборная погрешность включает в себя как систематическую, так и случайную составляющие, но обычно преобладает случайная. Обычно изготовитель прибора указывает в паспорте так называемую допустимую погрешность – предельное значение абсолютной приборной погрешности. Иногда это указано на самом приборе, например, допустимая погрешность штангенциркуля – 0,1 или 0,05 мм (в зависимости от числа делений нониуса); микрометра – 0,01 мм.
 Электроизмерительные приборы в зависимости от допустимой погрешности делятся на 8 классов точности: 0,05; 0,1; 0,2; 0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0. Класс точности указан на шкале прибора. Он определяет наибольшую допустимую относительную погрешность для всего рабочего диапазона шкалы, выраженную в процентах:
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где 
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 - предел измерения, то есть значение величины 
[image: image8.wmf]x

, соответствующее последнему делению шкалы, 
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 - абсолютная приборная погрешность измерения. Согласно 
(1.3)

 абсолютная погрешность измерения прибором с известным классом точности  GOTOBUTTON ZEqnNum107755  \* MERGEFORMAT  равна:
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Если информация о допустимой погрешности отсутствует, то приборную погрешность полагают равной половине цены деления шкалы прибора. Погрешность измерения в принципе не может быть меньше этой величины и обычно оказывается больше из-за наличия других источников погрешности.

В работах физпрактикума в обязательном порядке учитывается приборная погрешность 
[image: image12.wmf]D
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, а также (при наличии повторных измерений) – случайная 
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сл

x

, связанная с факторами, не подлежащими непосредственному учету.


Существует следующее правило сложения погрешностей: если погрешности вызываются причинами, независимыми друг от друга, то складываются квадраты этих погрешностей. Таким образом, полная абсолютная погрешность 
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 величины 
[image: image15.wmf]x

 будет определяться выражением:
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Если одна из погрешностей 
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 или 
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 меньше другой хотя бы в 2-3 раза, то ее вкладом в полную погрешность можно пренебречь. Если при повторных измерениях получается одно и то же значение измеряемой величины, то это означает, что случайная погрешность мала по сравнению с приборной и 
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1.2. Теория случайных погрешностей

Пусть в одинаковых условиях проведено 
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 измерений величины 
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 и получен набор ее значений 
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 (среди них могут быть и повторяющиеся значения). Появление того или иного значения 
[image: image23.wmf]x

 является случайным событием. Если число измерений 
[image: image24.wmf]n

 достаточно велико (стремится к бесконечности), то для описания случайных погрешностей можно использовать понятие вероятности.

Вероятностью 
[image: image25.wmf]dP

 появления величины 
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 в некотором бесконечно малом интервале ее значений от 
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 до 
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, называется отношение числа 
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 значений 
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, попавших в данный интервал, к общему числу измерений 
[image: image31.wmf]n
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Отношение вероятности 
[image: image33.wmf]dP

 к ширине интервала 
[image: image34.wmf]dx

 называется плотностью вероятности или функцией распределения:
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Если функция 
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 известна, то путем интегрирования можно определить вероятность 
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 появления величины 
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 в произвольном интервале ее значений 
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Случайные погрешности физического эксперимента обычно подчиняются закону распределения случайной величины, установленному немецким ученым Гауссом и названному законом нормального распределения. Нормальное распределение возникает, когда случайное отклонение величины от истинного значения определяется действием большого числа независимых случайных факторов. Функция нормального распределения Гаусса имеет вид:
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где 
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 - среднее арифметическое 
[image: image43.wmf]n

 измерений, а 
[image: image44.wmf]s

 - средняя квадратичная погрешность отдельного измерения:
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График нормального распределения («гауссова кривая») приведен на рис. 1.1. Кривая симметрична относительно своей вершины, положение которой 
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 является, таким образом, наиболее вероятным значением величины 
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. Величина 
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 является расстоянием между точками перегиба кривой Гаусса, т.е. параметр 
[image: image50.wmf]s

 («полуширина» кривой) может служить мерой разброса результатов измерений относительно наиболее вероятного значения 
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[image: image52] 
Любая функция распределения подчиняется условию нормировки:
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т.е. вероятность того, что величина 
[image: image54.wmf]x

 имеет произвольное значение, равна 1 – это абсолютно достоверное событие. Значит, площадь под гауссовой кривой всегда остается равной 1. Поэтому, как видно на рис. 1.2, при уменьшении 
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 гауссова кривая сжимается в направлении оси 
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 и вытягивается в направлении оси ординат, то есть результаты теснее группируются около значения 
[image: image57.wmf]x

.


Таким образом, из теории Гаусса следует, что наилучшим приближением к истинному значению для серии 
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 повторных измерений будет среднее арифметическое 
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 как наиболее вероятное значение 
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 для данной серии. Далее нужно оценить абсолютную погрешность значения 
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, определив так называемый доверительный интервал 
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, в который попадает истинное значение измеренной величины. Утверждать, что истинное значение находится в пределах доверительного интервала, можно лишь с определенной вероятностью, которая называется доверительной вероятностью или коэффициентом надежности и обозначается 
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. Доверительная вероятность рассчитывается по (1.9)

.(1.8)

 с использованием функции Гаусса 

В качестве оценки абсолютной погрешности можно взять параметр 
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 и записать результат измерения как 
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. Однако погрешность среднего значения 
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 должна быть меньше погрешности отдельного измерения. В самом деле, можно провести не одну, а несколько серий по 
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 измерений и получить большое количество средних значений 
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. Гауссова кривая, построенная для средних значений, окажется ýже кривой для отдельных серий, так как средние значения меньше рассеяны относительно истинного значения 
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. Согласно теории, полуширина 
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 кривой распределения средних значений будет в 
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 раз меньше величины 
[image: image72.wmf]s

:
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Величину 
(1.13)

 принято использовать в качестве абсолютной погрешности среднего арифметического серии из  GOTOBUTTON ZEqnNum391148  \* MERGEFORMAT  измерений. В этом случае ее называют стандартной погрешностью или стандартным отклонением и обозначают 
[image: image75.wmf]x

S

:
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Результат измерения при этом записывается в виде 
[image: image77.wmf]=±

x

xxS

. Расчет доверительной вероятности в этом случае дает 
[image: image78.wmf]a

 = 0,68. Это означает, что при проведении большого числа измерений примерно 68% от общего их числа даст результат, попадающий в интервал 
[image: image79.wmf](
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. Такой коэффициент надежности считается невысоким. Его увеличивают, расширяя границы доверительного интервала. Так, если принять 
[image: image80.wmf]D=
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, то 
[image: image81.wmf]a

 = 0,95, а при 
[image: image82.wmf]D=
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[image: image83.wmf]a

 = 0,997. В работах физпрактикума коэффициент надежности обычно лежит в пределах 
[image: image84.wmf]a

 = 0,9…0,95.


Изложенная выше теория верна, строго говоря, при бесконечно большом числе измерений. На практике, ее выводы можно считать справедливыми, если одна и та же величина измерялась не менее 30 – 50 раз. Обычно же проводится не более 5-10 измерений. В этом случае для расчета доверительного интервала пользуются коэффициентами Стьюдента 
[image: image85.wmf],

a

n

t

. Коэффициент Стьюдента 
[image: image86.wmf],
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n
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 - это множитель, на который нужно умножить стандартную погрешность 
[image: image87.wmf]x

S

 в случае 
[image: image88.wmf]n

 измерений для достижения требуемой доверительной вероятности 
[image: image89.wmf]a

. Коэффициенты Стьюдента зависят от числа измерений 
[image: image90.wmf]n

 и коэффициента надежности 
[image: image91.wmf]a

 (см. таблицу 5 Приложений).

Таким образом, случайную абсолютную погрешность для серии из небольшого числа измерений 
[image: image92.wmf]n

 при заданном коэффициенте надежности 
[image: image93.wmf]a

 можно оценить по формуле
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Это означает, что истинное значение с вероятностью 
[image: image95.wmf]a

 находится в интервале 
[image: image96.wmf](
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Обычно в эксперименте измеряются несколько различных величин. Все они должны определяться с одинаковой доверительной вероятностью.

1.3. Алгоритм обработки результатов прямых измерений
1. Проводится 
[image: image97.wmf]n

 измерений величины 
[image: image98.wmf]x

: 
[image: image99.wmf]12

,,,

n

xxx

K

 (обычно 
[image: image100.wmf]n

 = 5…10).

2. Если все измерения дали одинаковый результат, то полученное значение принимается в качестве истинного; абсолютной погрешностью его считается приборная погрешность 
[image: image101.wmf]D

пр

x

 (чаще всего это половина цены деления прибора). Далее результат обрабатывается согласно пп. 6-8.

3. Если в серии получены различные результаты, то рассчитывается среднее арифметическое 
[image: image102.wmf]x

 по формуле (1.10)

. Это значение принимается в качестве истинного.

4. Проводится оценка случайной погрешности. Для этого:

а) рассчитывается абсолютная погрешность каждого измерения:


[image: image103.wmf]11
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nn

xxxxxx

D=-D=-

K

;
     б) по формуле 
(1.14)

 определяется стандартная погрешность  GOTOBUTTON ZEqnNum600818  \* MERGEFORMAT ;
в) По табл. 5 Приложений находится коэффициент Стьюдента 
[image: image105.wmf],

a

n
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 для заданного коэффициента надежности 
[image: image106.wmf]a

 (его значение указывает преподаватель) в зависимости от проведенного числа измерений 
[image: image107.wmf]n

. По формуле 
(1.15)

 определяют случайную абсолютную погрешность  GOTOBUTTON ZEqnNum224040  \* MERGEFORMAT .
5. С учетом приборной погрешности 
[image: image109.wmf]D

пр

x

 и случайной 
[image: image110.wmf]D

сл

x

 по правилу сложения (1.5)

 можно пренебрегать).(1.5)

 находят суммарную погрешность (напоминаем, что одним из слагаемых в 
6. Полученное значение абсолютной погрешности 
[image: image111.wmf]D

x

 округляют до одной значащей цифры. Если первой значащей цифрой является единица, то сохраняют две значащих цифры.


Результат измерения 
[image: image112.wmf]x

 округляют так, чтобы его числовое значение оканчивалось цифрой того же разряда, что и значение погрешности. Последняя цифра числа в этом случае будет сомнительной. Последующие цифры в ответе сохранять нельзя, так как они являются неверными. Если погрешность округлялась до двух значащих цифр, то в результате также сохраняется лишний разряд.

7. Рассчитывается относительная погрешность (1.2)

 в процентах; ее значение также округляется до одной или двух значащих цифр.

8. Записывается результат измерения в виде 
[image: image113.wmf]=±D

xxx

 с обязательным указанием доверительной вероятности 
[image: image114.wmf]a

 и относительной погрешности 
[image: image115.wmf]e

x

 результата.

1.4. Погрешности косвенных измерений

Пусть искомая величина 
[image: image116.wmf]z

 является функцией только одной величины 
[image: image117.wmf]a
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причем значение 
[image: image119.wmf]a

 определено из прямых измерений с абсолютной погрешностью 
[image: image120.wmf]D

a

. Наиболее вероятное значение функции 
[image: image121.wmf]z

 находят, подставляя в 
(1.16)

 наиболее вероятное значение аргумента  GOTOBUTTON ZEqnNum561257  \* MERGEFORMAT . Для оценки погрешности значения 
[image: image123.wmf](

)

zfa

=

 будем использовать определение производной функции 
[image: image124.wmf]f

 по аргументу 
[image: image125.wmf]a
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Согласно 
(1.17)

 приращение  GOTOBUTTON ZEqnNum812923  \* MERGEFORMAT , вызванное приращением  аргумента 
[image: image128.wmf]a

 на величину 
[image: image129.wmf]D
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 приближенно равно
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где производная 
[image: image131.wmf]/

dzda

 вычисляется при 
[image: image132.wmf]=

aa

. Величина 
(1.18)

 используется в качестве оценки абсолютной погрешности величины  GOTOBUTTON ZEqnNum139514  \* MERGEFORMAT . Относительную погрешность 
[image: image134.wmf]e

z

 можно оценить по формуле
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где учтено, что



[image: image136.wmf](
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При расчетах в 
(1.19)

 подставляют  GOTOBUTTON ZEqnNum214886  \* MERGEFORMAT  и 
[image: image138.wmf]=

aa

.


Обобщим данную методику на случай, когда величина 
[image: image139.wmf]z

 является функцией нескольких переменных:


[image: image140.wmf](
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где все аргументы 
[image: image141.wmf]K

,,

abc

 определены путем прямых измерений. Тогда формула вида 
(1.18)

 будет определять абсолютную погрешность  GOTOBUTTON ZEqnNum139514  \* MERGEFORMAT  величины 
[image: image143.wmf]z

, вызванную наличием погрешности 
[image: image144.wmf]D

a

 у аргумента 
[image: image145.wmf]a

. Производная в 
(1.18)

 должна теперь вычисляться по обычным правилам дифференцирования функции переменной  GOTOBUTTON ZEqnNum139514  \* MERGEFORMAT  при условии, что все остальные аргументы 
[image: image147.wmf]K
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bc

 считаются постоянными. Такую производную называют частной производной функции 
[image: image148.wmf]f

 по переменной 
[image: image149.wmf]a

 и обозначают 
[image: image150.wmf]¶
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 (в отличие от полной производной 
[image: image151.wmf]dz
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 функции одной переменной). Через соответствующие частные производные выражаются погрешности величины 
[image: image152.wmf]z

, связанные с погрешностями всех остальных аргументов. Таким образом,
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где частные производные вычисляются при 
[image: image154.wmf]=
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, 
[image: image155.wmf]=
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, 
[image: image156.wmf]=
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.


Суммарная абсолютная погрешность находится по обычному правилу сложения квадратов погрешностей:
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После этого можно оценить относительную погрешность по простой формуле
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где 
[image: image159.wmf](,,,...)

zfabc

=
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Иногда удобнее начинать расчет не с абсолютной, а с относительной погрешности. Соответствующая формула является обобщением (1.19)

:
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Абсолютная погрешность 
[image: image161.wmf]z

D

 после расчета по (1.24) находится как
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где 
[image: image163.wmf](,,,...)

zfabc

=

.

Формула (1.20)

 удобна для логарифмирования (см. ниже частный случай 2).
(1.22)

, однако на практике расчет по ней обычно оказывается более простым, особенно если функция (1.24)

 кажется более громоздкой, чем 

Отметим некоторые частные случаи формул (1.24)

.
(1.22)

 и 
1. Величина 
[image: image164.wmf]z

 является суммой или разностью вида 
[image: image165.wmf]=a±b+
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, где 
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 - постоянные коэффициенты. Тогда (1.22)

 имеет вид:
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2. Выражение для 
[image: image169.wmf]z

 содержит только операции умножения, деления и возведения в степень, т.е. 
[image: image170.wmf]abg
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, где 
[image: image171.wmf]a

, 
[image: image172.wmf]b

, 
[image: image173.wmf]g

K

 - постоянные.


Такое выражение удобно для логарифмирования:
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частные производные в (1.24)

 равны
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и формула (1.24)

 приводится к виду



[image: image176.wmf](

)

(

)

(

)

222

zabc

e=a×e+be+ge+

K

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.27)

где 
[image: image177.wmf]D
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[image: image178.wmf]D
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[image: image179.wmf]D
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1.5. Составление таблиц. Пример расчета погрешностей эксперимента

Полученные результаты, как правило, оформляют в виде таблиц. Каждая таблица должна иметь номер и заголовок, помещаемые над таблицей. Если таблица в работе одна, то ее не нумеруют и слово «таблица» не пишут. 

В заголовке графы таблицы указывают название или обозначение физической величины, а также единицу этой величины с указанием десятичного множителя. Вначале в таблицу заносят числовые значения непосредственно наблюдаемых физических величин без какой-либо обработки, а затем уже записывают значения вычисленных величин.


Пример. Определение объема тела цилиндрической формы.


Объем цилиндра  определяется формулой:
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где 
[image: image181.wmf]D

 - диаметр цилиндра, 
[image: image182.wmf]H

 - его высота. Проведем измерения величин 
[image: image183.wmf]D

 и 
[image: image184.wmf]H

 по три раза с помощью штангенциркуля (приборная погрешность 0.1 мм).
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Примечания:


Так как значения диаметра цилиндра при повторных измерениях получены неодинаковые, то проведена оценка случайной погрешности при заданном коэффициенте надежности. В суммарной погрешности 
[image: image209.wmf]D

D

 учтены как случайная, так и приборная погрешности, т. к. они отличаются друг от друга менее чем в 2 раза.

Значения высоты в пределах точности прибора одинаковы. В этом случае за абсолютную погрешность берется допустимая погрешность прибора. 


Поскольку в значении абсолютной погрешности объема 
[image: image210.wmf]3
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  первой значащей цифрой является 1, то оно округлено до двух значащих цифр — «1» и «0»: 
[image: image211.wmf]3
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. Соответственно, величина 
[image: image212.wmf]3
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 округлена не до сотен, а до десятков. 
1.6. Графическая обработка результатов измерений.
 Оценка погрешностей по графику

В физическом практикуме часто требуется представить результат измерений в форме графиков. Такой способ используется для:


- наглядности исследуемой зависимости 
[image: image213.wmf]()

yfx

=

;

- сравнения экспериментальных данных с теоретической зависимостью 
[image: image214.wmf]()

yfx

=

;

- подбора аналитической зависимости между измеренными значениями 
[image: image215.wmf]y

 и 
[image: image216.wmf]x

.
Графики следует нужно строить либо вручную, на координатной миллиметровой бумаге, либо с помощью компьютера. В любом случае полученные графики подклеивают после таблиц, сделав необходимые пояснения. Чаще всего используется декартова система координат, на осях которой указываются физические величины и единицы их измерения. При этом по оси абсцисс откладывают величины, характеризующие причину, а по оси ординат - следствие изучаемого явления.

Важно правильно выбрать разумные масштабы по осям координат, исходя из площади миллиметровой бумаги и удобства работы с принятым масштабом, который может быть кратен 1, 2 или 5 клеткам миллиметровой бумаги. При этом интервал по осям координат выбирают, исходя из величин 
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. Поэтому не обязательно на графике должна быть начальная точка с координатами (0; 0). По осям через равные промежутки указываются масштабные метки, а числа наносятся только у некоторых из них, но обязательно через равные промежутки другого размера. Многозначные числовые значения по осям координат рекомендуется приводить, используя десятичный множитель, например, «10-2, Н». 

Экспериментальные данные приводятся на графике в форме точек-символов (кружки, треугольники, крестики и т.п.) небольшого размера, а теоретически рассчитанные зависимости - в форме сплошных кривых. Обычно размер точек-символов не связывают с величиной погрешности измерения. При необходимости, когда погрешность велика, ее указывают вертикальным и горизонтальным отрезками прямой вместе с символом (в виде крестика). Для выделения разных опытов на графиках их представляют разными символами. Все построения графика выполняют вначале карандашом.

После нанесения на миллиметровый лист результатов выполненных экспериментов проводится плавная кривая (или прямая), усредняющая полученные данные так, чтобы точки-символы располагались симметрично по обе стороны кривой примерно на одинаковых от нее расстояниях. При этом проводимая кривая не должна закрывать (пересекать) экспериментальные точки: необходимо делать разрыв кривой в местах расположения символов. Если одна или несколько точек явно выпадают из общей зависимости, то это свидетельствует о грубом промахе и их не следует учитывать при отыскании искомой зависимости.
В качестве примера рассмотрим графическое представление зависимости пройденного телом пути от времени при свободном падении. Результаты трех опытов представлены на рис.1.3 в форме точек-символов, а кривая проведена на основе теоретической зависимости 
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. Из рис. 1.3 следует, что эксперимент подтверждает закон свободного падения тел. На практике желательно нелинейную зависимость свести к линейной зависимости. В данном случае, извлекая корень квадратный из обеих частей уравнения 
[image: image220.wmf]2

2

sgt

=

, получаем зависимость вида 
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Часто возникает задача оценки по графику 
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 погрешности величины 
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 по известной величине погрешности 
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. В таком случае в точке кривой, соответствующей измеренному значению 
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, следует провести касательную и построить достаточно большого размера треугольник со сторонами 
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. Тогда легко определить величину 
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, которая определяет скорость изменения функции 
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 в рассматриваемой точке. Искомая величина погрешности определяется равенством 
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 - погрешность измеренной величины 
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В случае, когда исследуемая зависимость может быть представлена прямой вида 
[image: image237.wmf]=+

yAxB

, параметры 
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 могут быть приближённо оценены по графику, если прямую проводить «на глаз», усредняя экспериментальные данные. Но более точные результаты могут быть получены аналитическим методом наименьших квадратов, который будет рассмотрен далее. 

1.7. Метод наименьших квадратов (МНК)
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Предположим, что в эксперименте были измерены пары значений 
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, по которым необходимо провести прямую наилучшего приближения 
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 - точка пересечения прямой с осью 
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 (рис. 1.4). Для определения неизвестных значений 
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 используется метод наименьших квадратов. Его суть состоит в следующем.

Если значения 
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 заданы точно (фиксированы), то отклонения проводимой прямой в точках 
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 от измеренных значений 
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 можно записать в виде:
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Тогда прямая наилучшим образом (т.е. с минимальным отклонением) пройдет через все точки 
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 при условии, что сумма квадратов 
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Расстояния 
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 возведены в квадрат потому, что в разных точках они имеют разные знаки. Например, 
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 и т.д., т.е. при сложении 
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 в сумме можно было бы получить 0, тогда как отклонения 
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 - ненулевые. Минимум этой суммы находится по правилам дифференциального исчисления: условием минимума функции является обращение в нуль частных производных функции 
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Поскольку 
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где 
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 - средние арифметические значения величин 
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Решая совместно (1.33)

, находим
(1.32)

 и 
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Если разделить числители и знаменатели этих уравнений на 
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, то после несложных преобразований можно выразить коэффициенты 
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 через средние значения величин, входящих в эти уравнения. Тогда получим:
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 — средние арифметические значения соответствующих величин. Нахождение искомых оценок 
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 по уравнениям (1.36) удобно при ручном счете на микрокалькуляторах или на компьютере.
Теория дает возможность определить также стандартные погрешности 
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Пример. Пусть сняты следующие значения:
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 - уравнение искомой прямой.
При этом квадраты стандартных погрешностей коэффициентов 
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Метод наименьших квадратов можно использовать и для других, нелинейных зависимостей, однако в этом случае уже нельзя использовать соотношения (1.35)

.(1.34)

 и 
Рис. 1.4
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Рис. 1.2
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Рис. 1.1
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