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Математическое моделирование 
 
 
 
 
 

УДК 519.872 
 

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ДВУХКАНАЛЬНОЙ СМО  
С ФИКСИРОВАННЫМ И СЛУЧАЙНЫМ ВРЕМЕНЕМ РАБОТЫ  

ВТОРОГО КАНАЛА 

Алексеев Д.С. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В настоящей работе рассматривается модель двухканальной системы 
массового обслуживания с неограниченной очередью, где время работы второго 
канала может быть фиксировано или случайно.Было проведено исследование ин-
тенсивностей обслуживания заявок каждым каналом, на основе которого построе-
ны их оценки. 
Ключевые слова. Системы массового обслуживания, интенсивность обслуживания, 
оценка параметров. 
 

1. Моделирование двухканальной СМО. 
Рассмотрим двухканальную систему массового обслуживания (см. рис. 1): 
 
  𝐴𝐴𝑡𝑡   𝐷𝐷1𝑡𝑡    

   𝐷𝐷2𝑡𝑡   

 

Рис. 1. Схема двухканальной СМО 

 
где 𝑄𝑄𝑡𝑡  – очередь заявок, ожидающих обслуживания, определяется по формуле: 

𝑄𝑄𝑡𝑡 = 𝑄𝑄0 + 𝐴𝐴𝑡𝑡 − 𝐷𝐷1𝑡𝑡 − 𝐷𝐷2𝑡𝑡 ,     (1) 
𝐴𝐴 = (𝐴𝐴𝑡𝑡)𝑡𝑡≥0– пуассоновский процесс с интенсивностью 𝛌𝛌 > 0 и компенсатором 

�̃�𝐴𝑡𝑡 = 𝛌𝛌𝑡𝑡, считающий число заявок, поступивших в СМО за время t. 
Процессы 𝐷𝐷1𝑡𝑡  и 𝐷𝐷2𝑡𝑡  – точечные процессы с индикатором 𝐼𝐼(𝑄𝑄𝑠𝑠 ≥ 1), которые пред-

ставляют собой число заявок, обслуженных в системе, определяются выражением: 
𝐷𝐷𝑡𝑡 = ∫ 𝐼𝐼(𝑄𝑄𝑠𝑠 ≥ 1)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠∞

0 ,     (2) 
где 𝑑𝑑�𝑡𝑡 = 𝜇𝜇𝑡𝑡;  𝑑𝑑 = (𝑑𝑑𝑡𝑡)𝑡𝑡≥0 – пуассоновский процесс с интенсивностью 𝛍𝛍 > 0. 

Время включения и выключения второго канала может быть фиксированное или 
случайное, задается экспоненциальным распределением. 

В первом случае время работы второго канала фиксировано и задается с клавиату-
ры. На рис. 2 второй канал включается в момент времени 5. 

𝑄𝑄𝑡𝑡  
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Рис. 2. Фиксированное время работы второго канала 

 

Во втором случае время включения и выключения второго канала случайно и оп-
ределяется по формуле: 

𝜉𝜉𝑡𝑡 = − 1
𝜆𝜆
∗ 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜂𝜂), где 𝜂𝜂~𝑅𝑅[0; 1] .    (3) 

На рис. 3 представлена работа второго канала. Включение и выключение определя-
ется экспоненциальным распределением (интенсивность задается вручную и равна 5). 

 

 
Рис. 3. Случайное время работы второго канала 
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2. Оценка интенсивностей обслуживания. 
В данной работе проведено моделирование двухканальной СМО с целью оценива-

ния параметров: 

𝛌𝛌�1𝑡𝑡 = 𝐷𝐷1𝑡𝑡
𝑡𝑡

 ,      (4) 

𝛌𝛌�2𝑡𝑡 = 𝐷𝐷2𝑡𝑡
𝑡𝑡

 ,      (5) 
Представленные параметры являются, как следует из теоремы Гирсанова, оценками 

максимума правдоподобия. При этом оценки 𝛌𝛌�2𝑡𝑡  и 𝛌𝛌�2𝑡𝑡  хорошо изучены. Они являются не-
смещенными, состоятельными и эффективными.  

 

 
Рис. 4. Траектория значений �̂�𝜆1𝑡𝑡  

 

 

 
Рис. 5. Траектория значений �̂�𝜆2𝑡𝑡  
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На представленных графиках (рис. 4, 5) можно заметить, что параметры �̂�𝜆1𝑡𝑡  и �̂�𝜆2𝑡𝑡  
сходятся к искомым значениям 𝜆𝜆1 и 𝜆𝜆2, вводимым с клавиатуры. 

Чтобы построить графики оценок параметров нашей модели, необходимо восполь-
зоваться формулами: 

1) для оценки параметра λ�1t: 

𝑥𝑥𝑡𝑡 = (𝜆𝜆1 − �̂�𝜆1𝑡𝑡)√𝑡𝑡 → 𝑁𝑁(0, 1),     (6) 
2) для оценки параметра λ�2t: 

𝑦𝑦𝑡𝑡 = (𝜆𝜆2 − �̂�𝜆2𝑡𝑡)√𝑡𝑡 → 𝑁𝑁(0, 1),     (7) 
после чего необходимо построить выборки из N элементов, каждый элемент выборок рас-
считывается по формуле: 

для 𝑥𝑥𝑖𝑖=(λ�1𝑇𝑇
𝑖𝑖 − λ1)√𝑇𝑇, i=1…N,     (8) 

для 𝑦𝑦𝑖𝑖=(λ�2𝑇𝑇
𝑖𝑖 − λ2)√𝑇𝑇, i=1…N,     (9) 

где N – число генерируемых процессов, а T – время моделирования. 
Для построения графиков функций распределения необходимо воспользоваться 

формулами: 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∑ 1
𝑁𝑁

𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 ∗ 𝐼𝐼�𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥�,     (10) 

𝐹𝐹(у) = ∑ 1
𝑁𝑁

𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 ∗ 𝐼𝐼�𝑦𝑦𝑖𝑖 ≤ 𝑦𝑦�.     (11) 

В результате получены графики эмпирических функций распределения оценок па-
раметров СМО (для большей наглядности эксперимента число взято несколько значений 
N: 5, 50, 500), которые с увеличением числа генерируемых траекторий сходятся к траекто-
рии гауссовского распределения. 
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PARAMETER ESTIMATION FOR THE TWO-CHANNEL QS  
WITH FIXED AND RANDOM TIME OF THE SECOND CHANNEL 

Alekseev D.S. 

Ulyanovsk State University 
 
Abstract. In this paper, we consider a model of dual-channel queuing system with unli-
mited queue, where the time of the second channel can be fixed or random. A study was 
conducted of service rate application by each channel, on which evaluationswere con-
structed. 
Keywords: Queuing systems, the intensity of service, parameter estimation. 
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УДК 62-50 
 

О СТАБИЛИЗАЦИИ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОГРАММНЫХ  
ДВИЖЕНИЙ УПРАВЛЯЕМОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ1 

Андреев А.С., Макаров Д.С. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе исследуется задача о стабилизации программных движений 
голономной механической системы с циклическими координатами. Решение задачи 
с измерением только позиционных координат достигается управлением типа нели-
нейного интегрального регулятора. 
Ключевые слова: механическая система, циклические координаты, программное 
движение, интегральный регулятор. 
 
Введение 
Задача о математическом моделировании структуры управления движением голо-

номной механической системы без измерения скоростей является в настоящее время 
весьма актуальной в связи с широким применением робототехники[1-7].  

Данная работа является продолжением результатов из [8] с применением методов 
исследования устойчивости систем с последействием, полученных в работах [9, 10]. 

1. Постановка задачи 
Рассмотрим голономную управляемую механическую систему со стационарынми 

связями, имеющую n  обобщенных координат nqqq ,,..., 21 . Движение такой системы 
может быть описано с помощью уравнений Лагранжа 

 ( ) = .d T T Q U
dt q q

∂ ∂
− +

∂ ∂
 (1) 

Положим также, что кинетическая энергия системы (1) не зависит от последних 
)( mn −  координат 1),>,<<(0,,...1 nnmqq nm+  и, таким образом, первые m  координат 

mqqq ,...,, 21  являются периодическими, остальные – циклическими [11, 12]. 
Переобозначим координаты следующим образом 

'
21

'
21 ),...,,(=),...,(= mm qqqzzzz ' '

1 2 1= ( , ,..., ) = ( ,..., ) .n m m ns s s s q q− +  
Таким образом, кинетическая энергия системы может быть записана в виде 

' ' ' '
11 12 21 222 = ( ) ( ) ( ) ( ) ,T z A z z z A z s s A z z s A z s+ + +        

где составляющие матрицу A  подматрицы 22211211 ,,, AAAA  удовлетворяют условиям  

 

2 2'
0 11 1

2 2'
0 22 1

2 2'
0 1

12 22 21 0 1

21 12

,

,

,
= , , > 0,

= .

z z A z z

s s A s s

s s Bs s
B A A A const
A A

α α

α α

α α
α α

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤
   =

 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 15-01-08482, № 15-01-08599). 
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Будем полагать, что обобщенные силы и управление по циклическим координатам 
отсутствуют, т.е. 

 ' ' ' ' '= ( , ), = ( , ), = 0, = 0, = 0.z s z s s sQ Q Q U U U Q U
s

∂Π
∂

 (2) 

Введем в рассмотрение циклические импульсы 

 21 22= = ( ) ( ) .Tv A z z A z s
s

∂
+

∂



 (3) 

Из последних mn −  уравнений (1) и предположений (2) получаем 

 = 0,dv
dt

 (4) 

т.е. циклические импульсы для движения системы (14) являются постоянными. 
Следуя [11, 12], введем функцию Рауса. Для этого из (3) находим 
 1

22 21= ( )( ( ) ).s A z v A z z− −   (5) 
Функция Рауса примет вид [11, 12] 

 

'

' ' 1 '
11 12 22 21 21 21

' 1 ' 1
2 22 21 21 22

' 1 ' 1
2 1 0 2 1 22 21 0 22

2 = 2 2 =
= ( ) ( )

( 1 ) ( ) 2( ) =
= 2 2 2 ,2 = ( ) , = ,2 = .

R T s v
z A z z A A v A z v A z A z
v A z A v A z v A z A P

R R R R z B z z R vA A z R v A v

−

− −

− −

−
+ − + − +

+ − − − −
+ + −



     

  

  

 (6) 

При этом матрица )(zB  является опредленно-положительной. 
Уравнения движения системы (1) также могут быть записаны в виде равенств (4) и 

(5) и уравнений 

 zz UQ
zz

R
z
R

dt
d

++
∂
Π∂

−
∂
∂

−
∂
∂ =)(


 (7) 

Подставив выражение для функции R , получим следующие уравнения движения 

 

02 2

1
22 21

( ) = ,

/ = 0,
= ( )( ( ) ),

z z
RR Rd Gz U Q

dt z z z z
dv dt

s A z v A z z−

∂∂ ∂ ∂Π
− − − + +

∂ ∂ ∂ ∂

−




 

 (8) 

где vAAvzg
z
g

z
gvzGG 1

2212
' =),(,)()(=),(= −

∂
∂

−
∂
∂  есть кососимметрическая матрица, GG −=' . 

Пусть, при некоторых 0= zz  и 0= vv  управление zU  выбрано так, что выполняется 
условие 

 0 0 0
0 0

( , )( ) = ( , ) .z
R t zU t v z
z z

∂ ∂Π
− +

∂ ∂
 (9) 

Тогда система (6) будет иметь программное движение 
 1

0 0 0 22 0 0= 0, = , = , = = ( ) .z z z v v s s A z v−   (10) 

2. Построение управления 
Рассмотрим задачу о стабилизации программного движения (10) управлением вида 

 0 ( , , )= ( ) ( , )( ( ) ( )) ,
tU

z z zt h

t v zU U t P t z t z d
z

τ τ τ
−

∂Π
− − −

∂ ∫  (11) 
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где ),,(= zvtUU ΠΠ – некоторые непрерывно-дифференцируемая (по z  дважды) 

ограниченная вместе со своими производными ),()0,,,( 0 ztPzvt
t z∂
Π∂  есть матрица 

размерности mm×  выражения вида constspeptptpP jkjk
tjks

jkjkjkz −
− 00)(0

0 ,,=),(,),(=
τ

ττ , 

удовлетворяющая условиям 

 

2'
0 0

0 ( )0 0

2 2 2
1

( , ) 0, ( , ) , > 0,
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= ... .

t

s tjkz
t jk jk

m

zP t z z P t z z
P tP t p s e

t

z z z

τ

τ τ β β
ττ

−

≥ ≤ −

∂
−

∂

+ +



 (12) 

Запишем уравнения (7) с управлением (11), (12) в виде 

 

,))()()(,()))(),(,(

))(),(,()())(),(()())(),(())(((=)(

),(=)(

1

τττ dztztP
z

tztvtS

trtztQtrtvtzGtrtrtzEtzB
dt

tdr

tr
dt

tdz

z

t

ht

z

−−
∂

∂
−

−+−

∫−

−  (13) 

 1
22 21

( ) ( )= 0, = ( ( )( ( ) )( ( )) ( )),dv t ds t A z t v t A z t r t
dt dt

− −  

где = ( )kjE e  – матрица, определяемая равенством  

 
=1

1= ( ) ,
2

m
kj ijik

kj k
i j i k

b bbe r
z z z

∂ ∂∂
− −

∂ ∂ ∂∑  

функция 0 0 0
0

( , ) ( , )( , , ) = ( , ) ( , ) ( , , ).U
t z R v zS t v z t z R v z z z t v z
z z

∂Π ∂
Π − − + + Π

∂ ∂
 

В силу выбора zU  имеем 0=),,( 00

z
zvtS

∂
∂ , так что система (13) имеет решение  

 ,)(=,=0,=)(,=)( 00
1

22000 vzAsvvtrztz −  
отвечающее программному движению (10). 

Полагаем, что функции ),,( rztQz , ),,( zvtS , ),,( zvt
t
S

∂
∂ , 

z
zvtS

∂
∂ ),,(  являются 

ограниченными, равномерно непрерывными на множествах вида nRKKR ∈× ,  – компакт, 
при этом 

 0 0( , , ) 0, ( , , ) = 0.S t v z S t v z
t

∂
≤

∂
 (14) 

Уравнения (13) имеют аналогичный им вид с функциями ),,(* rztQz  и ),,(= * zvSS  

предельными к zQ  и S  

 ).,,(lim=),(* zvtSzvS
t +∞→

 

Введем функционал  
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' 2
0 0

'

1 1= ( ) ( ( )) ( ) ( , , ) ( )
2 2
1 ( ( ) ( )) ( , )( ( ) ( )) .
2

t

z
t h

V r t B z t r t S t v z v t v

z t z P t z t z dτ τ τ τ
−

+ + − +

+ − −∫
 

Его производная в силу уравнений (13) в соответствии с соотношениями (12) и (14) 
будет иметь следующую оценку 

 

' ' 0

'

'0

( , , )= ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) ( , ( ), ( ))

1 ( ( ) ( )) ( , )( ( ) ( )) ( ) =
2

= ( ( ) ( )) ( , )( ( ) ( )) .
2

τ τ τ τ

β τ τ τ τ

−

−

∂
− + + +

∂

+ − − ≤ −

− − −

∫

∫


z

t

t t
t h

t

t
t h

S t v tV z t G z t v t r t z t Q t z t r t
t

z t z P t z t z d W z

z t z P t z t z d

 (15) 

Соответственно имеем следующую теорему. 
Теорема 1. Предположим, что: 
1) функция 0= ( , , )S S t v z  является определенно-положительной по z ; 

2) функция *
0( , )S v z  имеет изолированный минимум в точке  

 
*

0
0

( , ) 0 {0 < < }.S v z z z z
z

δ∂
≠ ∀ ∈ −

∂
 

Тогда под действием управления (11) программное стационарное движение (10) 
устойчиво, асимптотически устойчиво относительно движений, отвечающих значению 

,= 0vv  а каждое иное возмущенное движение неограниченно приближается при +∞→t  к 
движению  

 1
1 1 1 22 1 1= 0, = = , = = , = = ( ) .z z z const v v const s s A z v−    

Доказательство: Из условия 1) теоремы и условий относительно функций, 
входящих в функционал ,V  следует, что он является определенно положительным, 
допускающим бесконечно малый высший предел по переменным .,, 0vvzr −  

В силу (15) имеем устойчивость движения (10). 
Множество 0}=)({ tzW  может содержать только те предельные решения, для 

которых .==)( 1 constztz  Но такими решениями могут быть решения для которых 
одновременно  

 0.=),(,==)(0,=)( 11
*

1 z
zvSconstvtvtr

∂
∂  

Тем самым, в силу теорем [9, 10] имеем искомое доказательство.  
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ON THE STABILIZATION OF STATIONARY PROGRAM MOTIONS  
OF A CONTROLLED MECHANICAL SYSTEM 

Andreev A.S., Makarov D.S. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. We study the problem on stabilization of program motions of holonomic me-
chanical systems with cyclic coordinates. Solution of the problem with the measurement 
of only the position coordinates is achieved by use of the controller of the type of non-
linear integral regulator. 
Keywords: mechanical system, cyclic coordinates, program motion, integral controller. 
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УДК 62-50 
 
ОБ УПРАВЛЕНИИ ТРЕХЗВЕННЫМ МАНИПУЛЯТОРОМ-РОБОТОМ 

НА ОСНОВЕ НЕЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО РЕГУЛЯТОРА1 

Андреев А.С., Раков С.Ю., Дороговцева Е.В. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе рассматривается вопрос применения ПИ-регулятора для асим-
птотической стабилизации программного движения манипулятора с тремя степеня-
ми свободы. Проведены работы по численному моделированию системы, устанав-
ливающие корректность такого (указанного) подхода построения управления. 
Ключевые слова: манипулятор, привод, стабилизация. 

 

Рассмотрим стоящую на горизонтальной плоскости механическую систему, со-
стоящую из основания 1,зафиксированной на нем стойки 2 , и трех связующих манипуля-
тора: вертикально ориентированного вала3 , жестко связанной(скрепленной) с ним на-
правляющей 4  и руки 5 со схватом. 

На рис. 1 представлена кинематическая  схема  манипулятора. Во всех узлах трение 
и зазоры отсутствуют, части системы-манипулятора являют суть абсолютно твердое те-
ло.Перемещение руки осуществляется поступательным образом вдоль горизонтальной на-
правляющей. Движение центра инерции руки происходит вдоль направляющей 4 , перпен-
дикулярно оси вала. Воздействие на робот совершается посредством системы независи-
мых приводов и возникающими в них силами: P , направленной вертикально и приложен-
ной к валу, горизонтальной F , приложенной к руке, и моментом M  относительно вала. 

Рассмотрим совокупность двух прямоугольных правых систем координат:O X Y Z′ ′ ′ ′ , 
заданной на плоскости основания иOXYZ , ориентированной вдоль направляющей. Нача-

ла координат расположенына оси вращения вала. Оси O Z′ ′иOZ  направлены вертикально, 
ось OX  направлена вдоль руки. Введем связанные с ними следующие обозначения. x – ко-
ордината центра масс руки относительно осиOX . z  – разница между началами коорди-
нат(вертикальное смещение руки). ϕ  угол поворота оси OX относительноO X′ ′ . Соответ-
ствующиеинерционные параметры системы: 1m  – масса вала и направляющей, 2m  – масса 

руки, 1I  – суммарный момент инерции вала и направляющей относительно оси O Z′ ′ ,  

2I  – момент инерции руки относительно вертикальной оси, проходящей через центр масс 
руки.  

Движение такой системы робота-манипулятора описывается уравнениями Лагран-
жа следующего вида [1] 

1 2
2

1 2 2 2
2

2 2

( ) ( ),

( ) 2 ( ),

( ).

m m z P t
I I m x m xx M t

m x m x F t
ϕ ϕ

ϕ

+ =

+ + + =

− =



 



 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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Задача стабилизации решается по принципуобратной связи на основе пропорци-
ально-интегрального закона управлениясогласно [2, 3] 

( )
1 2 11 12

0

( )
21 22

0

( )
31 32

0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) .

t
t s

t
t s

t
t s

P t m m g gk z t k e z s ds

M t k t k e s ds

F t k x t k e x s ds

α

α

α

ϕ ϕ

− −

− −

− −

= − + + +

= +

= +

∫

∫

∫

 

Ниже представлены результаты численного моделирования процесса стабилизации 
при следующих численных параметрах системы 1 5,m = 2 5,m = 1 5,I = 2 5I = и для случая 

нулевого положения равновесия системы 0z z x xϕ ϕ= = = = = =  с начальными условиями
(0) 2, (0) 2z z= = , (0) 0.5, (0) 0.5ϕ ϕ= = , (0) 0.5, (0) 0.6x x= = − . Соответствующим выбором 

коэффициентов 1 23, 15i ik k= = − , 2α =  удается добиться достаточно быстрой асимптоти-
ческой сходимости. 

 

 
Рис. 1. Графики зависимости от времени координат манипулятора 

 

Список литературы 
1. Черноусько Ф.Л., Ананьевский И.М., Решмин С.А. Методы управления нелинейными меха-

ническими системами. – М.: Физматлит, 2006. – 326 с. 
2. Андреев А.С. Метод функционалов Ляпунова в задаче об устойчивости функционально-

дифференциальных уравнений // Автоматика и телемеханика. – 2009. – № 9. – С. 4-55. 
3. Бурков И.В. Стабилизация натуральной механической системы без измерения её скоростей с 

приложением к управлению твёрдым телом // ПММ. – 1998. –Т. 62. – Вып. 6. – С. 923-933. 



17 

ON CONTROL OF THREE-LINK ROBOTIC MANIPULATOR  
ON THE BASE OF NONLINEAR INTEGRAL CONTROLLER 

Andreev A.S., Rakov S.Yu., Dorogovtseva E.V. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. In the paper the use of the PI-controller for the asymptotic stabilization of pro-
gram motion of manipulator with three degrees of freedom is considered. Numerical 
modeling of the system has beeb carried out, which establishes the correctness of the 
(specified) approach of control constructing. 
Keywords: manipulator, actuator, stabilization. 
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УДК 531.36; 62-50 
 

МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  
В ВИДЕ СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ1 

Борисов С.В., Шепелев Г.А. 

Ульяновский государственный университет 
 
Аннотация. В работе представлена новая структура управления пространственным 
движением многозвенного манипулятора, моделируемого в виде системы связан-
ных твердых тел, с допущением относительного смещения отдельных тел и исполь-
зованием углов Крылова-Брайнта для описания относительного вращательного 
движения. 
Ключевые слова: управление, механическая система, система связанных твердых 
тел, вектор-функция Ляпунова. 
 

В качестве модели многозвенного манипулятора примем систему связанных твер-
дых тел, определяемую следующим образом. Два тела системы называются смежными то-
гда и только тогда, когда они непосредственно оказывают силовое воздействие друг на 
друга. Соединение между двумя смежными телами называется шарниром. В шарнире объ-
единяются все силы взаимодействия между двумя смежными телами, так что каждая пара 
смежных тел имеет только один шарнир, при этом для каждого шарнира существует толь-
ко одна пара смежных тел. 

Будем считать, что кинематические связи, реализуемые в шарнирах, являются иде-
альными, голономными и стационарными. Система связанных твердых тел имеет струк-
туру дерева и является свободной, т. е. не связана с внешним телом, совершающим задан-
ное движение. 

Пусть существует некоторое основание с базисом 0e , движение которого относи-

тельно инерциального пространства задается некоторой функцией времени (например, 0e  
движется поступательно относительно инерциальной системы отсчета), причем это осно-
вание связано с одним из тел системы. 

Пусть n – число тел в системе. Тогда количество шарниров всегда будет равно n , 
если учитывать шарнир между основанием и одним из тел, которому присваивается номер 
1. Остальные тела и шарниры нумеруются произвольно. Структура взаимосвязей тел опи-
сывается ориентированным графом системы. 

В [1] выведены уравнения движения системы твердых тел, соединенных шаровыми 
шарнирами, в обобщенных координатах. Уравнения в естественных переменных – угло-
вых абсолютных или относительных перемещениях – более удобны для представления. 
Покажем вывод таких уравнений. 

Движение системы n  твердых тел согласно принципу Даламбера описывается 
уравнениями [1, 2]: 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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 ( ) ( )
1

0,
n

u
i i i i i i i i i

i
r F U m r M M L Wδ δπ δ

=

 + − + + − + =  ∑   (1) 

 ( )1, , ,i i i i i iL I I i nω ω ω= + × =     

где im , ir , iL , iω , iF , iM , iU , u
iM  – обозначают соответственно массу тела i ; ради-

ус-вектор его центра масс относительно полюса, фиксированного в инерциальном про-
странстве; момент количества абсолютного движения относительно этого центра масс; 
центральный тензор инерции; абсолютную угловую скорость; главный вектор и главный 

момент внешних и управляющих сил, действующих на тело i . Линия действия iF  прохо-

дит через центр масс тела i . Вектор irδ  представляет собой вариацию ir  и iδπ  – произ-
ведение произвольного единичного вектора на бесконечно малый угол.  

Точки над ir  и iω  обозначают дифференцирование по времени в инерциальной 

системе отсчета, вариации irδ  и iδπ  описывают вариации положения и ориентации тела 

i  по отношению к этой инерциальной системе отсчета. Слагаемое Wδ  представляет со-
бой полную возможную работу, совершаемую в шарнирах системы. Силы реакции не вно-
сят вклада в нее, т.к. они предполагаются идеальными. Возможная работа совершается в 
шарнирах пружинами, демпферами и другими подобными элементами.  

В матричной форме уравнение (1) может быть записано в виде: 

 ( ) ( )' ' 0Ur F U mr M M I V Wδ δπ ω δ⋅ + − + ⋅ + − − + =  (2) 

со следующими матрицами 

 ( ) ( )' '
1 2 1 2, , , , , , , ,n nr r r r δπ δπ δπ δπ= =      

 ( ) ( )''
1 2 1 2, , , , , , , ,n nr r r r F F F Fδ δ δ δ= =   

 ( ) ( )''
1 2 1 2, , , , , , , ,U U U U

n nU U U U M M M M= =   

 ( ) ( )''
1 2 1 2, , , , , , , ,n nM M M M ω ω ω ω= =      

 ( ) ( )'
1 2, , , , ,n i i i iV V V V V Iω ω= = ×  

 
1 1

2 2

0 0 0 0
0 , 0 0 ,
0 0 0n n

I m
I I m m

I m

   
   = =   

     

 

  

  

 

где соответственно r , δπ , rδ , F , M , ω , V , U , UM  есть матрицы-столбцы, эле-

ментами которых являются векторы; ' ',a b a b⋅ ×  – скалярное и векторное произведение 

векторных столбцов и векторных матриц; I  – матрица с квазидиагональными матрицами 
тензоров инерции тел; m  – диагональная скалярная матрица с элементами ij ij im mδ= ; 

( )'
 – операция транспонирования. 
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Выделим из системы пару смежных тел ( )ai+  и ( )ai− , связанных шарниром a
(1, , )a n=  , где индексы "+ , –" означают, что тело ( )ai+  предшествует телу ( )ai− . С 

фиктивным телом 0 , соединенного с системой твердых тел шарниром 1H , свяжем базис 

0e , с телами ( )ai+  и ( )ai−  соответственно неизменные векторные базисы 
( )aie

−

 и 
( )aie

+

.  

Считаем, что для всех тел 1, ,i n=   начало базиса ie  фиксировано в центре масс 

тела iC . Ориентация базисов в телах произвольна.  

Будем рассматривать положение и движения тела ( )ai−  по отношению к телу ( )ai+ . 

Положение тела ( )ai−  относительно ( )ai+  можно задать радиус-вектором какой-либо точки 

тела ( )ai−  в базисе 
( )aie

+

 и матрицей перехода от базиса 
( )aie

+

 к 
( )aie

−

.  

 
( ) ( )

,
a ai i

ae G e
− +

=  

где матрица aG – матрица перехода.  

Точка, фиксированная в теле ( )ai− , называется шарнирной. Удобным по методике 

Виттенбурга [1] является следующее задание положения шарнирной точки a . В теле ( )ai−  
она определяется фиксированным в теле вектором ( )a ai

c − , который начинается в центре 

масс ( )ai
C − . В базисе 

( )aie
+

 переменный радиус-вектор точки a  задается фиксированным 

в теле ( )ai+  вектором ( )a ai
c +  и шарнирным вектором aZ . 

 

 
Рис. 1. Векторы, описывающие положение смежных тел относительно  

инерциального пространства и относительно друг друга 
 

Пусть iω ( )1,2, ,i n=   – абсолютные угловые скорости. Связь iω  сотноситель-

ными угловыми скоростями aΩ  определяется  

 ( ) ( )
1, , .a i a i a

a nω ω− +Ω = − =   (3) 
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Что можно переписать, используя матрицу взаимосвязей S  [1], в форме 

 
1

1,2, , ,
n

a ia i
i

S a nω
=

Ω = − =∑   (4) 

где 0ω – угловая скорость тела системы, совершающего заданное движение, или в матрич-
ной форме  

 '
0 0.S Sω ωΩ = − −  

Умножение слева на 'T  дает 

 ' '
01 , 1 (1,1, ,1).n nTω ω= Ω + =   

Отсюда получаем формулу для абсолютной угловой скорости тела 

 0
1

1,2, , .
n

i ai a
a

T i nω ω
=

= − Ω + =∑   (5) 

Дифференцируя, получаем значение для абсолютного углового ускорения  

 ( )' *
0

1
,

n

i ai a a
a

T Wω ω
=

= − Ω + +∑   

где *
( )a ai a

W ω −= × Ω , 1, ,a n=  .  

Эти n  уравнений объединим снова в одно матричное уравнение  

 ( )' ' *
01nT Wω ω= − Ω + +   (6) 

с матрицами-столбцами ' ' ' '
1[ , , ]nΩ = Ω Ω  и ' ' ' '

1[ , , ]nW W W=   

Для определения угловой ориентации тела i  в инерциальном пространстве исполь-
зуем преобразования  

 ( ) '
0 ( ) ( ) ( ) ( )

, .i
i a ai a i a i a i a

e Ae A A G A A G− + + −= ⇒ = =  

Для вычисления значений r  и rδ , входящих в (2) проведем следующие вычисле-
ния:  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
,a i a i a a i a i a a

Z r c r c− − + += + − +  

которые можно переписать в виде  

 ( )
0

1, , .
n

a ia i ia
i

Z S r c a n
=

= − + =∑   (7) 

Если ввести векторы 

 , 0, , , 1, , ,ia ia iaC S c i n a n= = =    

где 0r  фиктивного начального шарнира [1]. Тогда равенство (7) перепишется в виде  

 ( )0 0 0
1

n

a a n ia i ia
i

Z S r C S r C
=

= − − − +∑  (8) 

или в виде матричного уравнения  

 ' ' ' '
0 0 1nZ rS C S r C= − − − −  
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с матрицами-столбцами '
1( , , )nr r r=  , '

1( , , )nz z z=  , матрицей-строкой 

0 01 0[ , , ]nC C C=   и ( )n n× -матрицей 

 
11 1

1

.
n

n nn

C C
C

C C

 
 =  
 
 



  



 

Умножим это равенство слева на 'T  и учтем, что ' '
0 1nT S = − , TS ST E= = , по-

лучим явное выражение для r : 

 ( ) ( )' ''
0 01 1 .n nr CT T Z r C T= − − + −  (9) 

Из этого соотношения можно вывести теперь выражения для r  и rδ . Вторая про-
изводная по времени выражается в виде 

 ( ) ( )' '
'

0 01 1 .n nr CT T z r C T= − − + −    (10) 

Элементами матрицы CT  являются векторы ( , 1, , )ijd i j n=  . Каждый вектор ijd  

фиксирован в теле, номер которого совпадает с первым индексом i . Дополним их векто-
рами 

 ( )0 0 0 0
1

, 1, , .
n

j aj a aj
a

d C T T S c j n
=

= = =∑   (11) 

Произведение 0aj aT S  отлично от нуля (и равно –1) только для шарниров на теле 0, 

т.е. только для шарнира 1, откуда следует 
 0 01, 1, , .jd c j n= − =   (12) 

Вторая производная по времени от ijd  равна 

 ( ), 0, , , 1, , .ij ij i i i ijd d d i n j nω ω ω= − × + × × = =     

Вклад первого члена ij id ω− ×   в матрицу-столбец ( )'
1nCT , водящую в выражение 

(10), равен 

 ( )
11 1 1 11 1 1

'

1 1 1

1 .
n n n

n

n nn n n nn n

d d d d
CT

d d d d

ω ω ω
ω

ω ω ω

× ×     
     − = − × = − ×     
     × ×     

   

  

  

 (13) 

Вклад второго члена ( )i i ijdω ω× × в ( )'
1nCT  равен матрице-столбцу 

'
1( , , )ng g g=   с элементами 

 ( )
1

, 1, , .
n

i j j ji
j

g d i nω ω
=

= × × =∑   (14) 

Аналогично, последний член в (10) равен матрице-столбцу 
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 ( )
( )

( )

0 01 0 0 01'

0

0 0 0 0 0

,

n n

d d
C T

d d

ω ω ω

ω ω ω

 × + × ×
 =  
 × + × × 


 



 (15) 

или с учетом тождества (11) 

 ( ) ( )
'

0 0 01 0 0 01 1 .nC T c cω ω ω = − × + × × 
   (16) 

Выражение для r  теперь принимает вид 

 ( ) ( )'' '
0 01 .nr CT T z g r C Tω= × − − + −     (17) 

Вычислим далее матрицу-столбец z . Ее элементы равны 

 ( )'' '
( ) ( ) ( ) ( )

2 ,a a a a ai a i a i a i a
z z z z zω ω ω ω+ + + += + × + × + × ×  (18) 

1, ,a n=  , '
az – относительная производная. 

Чтобы придать удобную форму элементам, включающим ( )i a
ω +  и ( )i a

ω + , введем 

новые безразмерные скалярные величины ( )0, , , 1, ,iaS i n a n+ = =  , которые удовле-

творяют тождествам 

 
( )

0
, 1, , .

n

ja ji a
j

S a nω ω+
+

=

= =∑    (19) 

Отсюда следует определение для iaS + : 

 
1, если ( );

 0, , , 1, , .
0, в противном случае,ia

i i a
S i n a n

+
+ + =

= = =


   (20) 

Эти скалярные величины используются для построения матрицы-строки 

 0 01 0, , nS S S+ + + =    

и ( )n n× -матрицы 

 
11 1

1

.
n

n nn

S S
S

S S

+ +

+

+ +

 
 =  
  



  (21) 

Матрицы 0S +  и S +  получаются из 0S  и S  соответственно, если в этих последних 

матрицах каждый элемент –1 заменить нулем. С помощью выражения (19) для ( )i a
ω +  со-

отношение (18) можно переписать в виде 

  
После этого объединим снова все n  выражений 1, , nz z   в матрицу-столбец z : 

1

0 0 0 0 0 0 0

[ 2 ( )]

2 ( ).

n

a a ja a j j ja a j j ja a
j

a a a a a a

z z S z S z S z

S z S z S z

ω ω ω ω

ω ω ω ω

+ + +

=

+ + +

′′ ′= + − × + × + × × +

′+ × + × + × ×

∑ 
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 '' ' *2 .z z Z h gω θ= − × + + +  (22) 

Элементы матрицы Z : 

   
имеют вид 

 , , 1, , .ia ia aZ S z i a n+= =   (23) 

Наконец, h , *g  и θ – матрицы-столбцы с элементами 

 
'

( )
 для ( ) 0,

1, , ,
0, для ( ) 0,

ai a
a

z i a
h a n

i a

ω +
+

+

 × ≠= =
=

  

 ( )*

1
, 1, , ,

n

j j ja
j

g Z a nω ω
=

= × × =∑   (24) 

 ( )'
0 0 0 0 0 0 02 , 1, , ,a a a aZ Z Z a nθ ω ω ω ω= × + × + × × =   (25) 

соответственно. Вектор 0 0a a aZ S z+=  в aθ  равен нулю для 2, ,a n=  , так как на 

теле 0 расположен только один шарнир 1. Следовательно, aθ  можно упростить: 

 ( )'
0 1 0 1 0 0 1 02 , 1, , ,a az z z S a nθ ω ω ω ω + = × + × + × × = 
    

и тогда матрица-столбец θ  примет вид 

 ( )' '
0 1 0 1 0 0 1 02 .z z z Sθ ω ω ω ω + = × + × + × × 
  (26) 

Выражение для z подставим теперь в формулу (17) для r , тогда 

 ( ) ( ) ( )'' ' '' * '
0 02 1nr C Z T T z h g g r C T Tω θ = + × − + + − + − − 

   

или 

 ( ) ' ' '' ,r C Z T T zω= − + × + + ∆  (27) 

где ∆  – сумма всех членов, которые не зависят от вторых производных по времени. Она 
равна 

 ( ) ( )'
' * '

0 02 1 .nT h g g r C T T θ∆ = − + − + − −  (28) 

Упростим далее выражение для ∆  в (28). Перепишем сначала элементы матрицы-

столбца ' *T g g+  с помощью (24) и (14) в форме 

 ( ) ( ) ( )' *

1 1 1

n n n

aj j j ja a j j jii
a j j

T g g T S z dω ω ω ω+

= = =

+ = × × + × ×∑ ∑ ∑  

или, используя значения из [1] для ijd , 

11 1

1

n

n nn

Z Z
Z

Z Z

 
 =  
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 ( ) ( )' *

1 1
.

n n

j j aj ja ja ja ai
a j

T g g T S c S zω ω +

= =

 + = × × + ∑ ∑  

Из определения jaS +  следует тождество ja ja jaS S S+ += ( ), 1, ,j a n=  . Следовательно, 

 ( ) ( )' *

1 1
.

n n

j j aj ja ja ja ai
a j

T g g T S c S zω ω +

= =

 + = × × + ∑ ∑  (29) 

Векторы 

  (30) 
в этом выражении имеют простую физическую интерпретацию. Очевидно, 

  
На рис. 2 на двух телах показаны векторы  и . Они соединяют центры 

масс тел с шарнирной точкой точно так же, как векторы  и  в отсутствие шар-

нирного вектора .  

 
Рис. 2. Векторы  

 
Удобно ввести векторы 

  (31) 

как обобщение векторов 

  
Для систем с шарнирными векторами рисунок для  принимает обобщенную 

форму, из которого следует 

  
В обозначениях  соотношение (29) перепишется в виде 

* , 0, , , 1, , ,ia ia ia a ia iac c S z c Z i n a n+= + = + = = 

*

для ( ),

 для ( ), 0, , , 1, , .
0 в остальных случаях,

ia a

ia ia

c z i i a
c c i i a i n a n

+

−

 + =


= = = =



 

*
( )i a a

c +
*

( )i a a
c −

( )i a a
c + ( )i a a

c −

az

*
iac

* *

1
, 0, , , 1, , ,

n

ji ai ja ja
a

d T S c j n i n
=

= = =∑  

1
, 0, , , 1, , .

n

ja ai ja ja
a

d T S c j n i n
=

= = =∑  

*
jia

*
0

0
, 1, , .

n

i ji
j

r r d i n
=

= − =∑ 

*
jid
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Векторы  играют важную роль в выражении (28) также потому, что они являют-

ся элементами матрицы : 

  (32) 

Эта формула представляет собой обобщение соотношения , с помощью 

которого были введены векторы . 

Рассмотрим теперь последний член  в выражении (28). В формуле (26) для  

первый элемент  в матрице-столбце  равен либо нулю, либо +1, а все другие эле-

менты равны нулю. Следовательно,  тождественно совпадает с . Учитывая 
это обстоятельство, а также соотношения (16) и (30), последние три члена из  можно 
объединить: 

  (33) 
Выражение в квадратных скобках представляет абсолютное ускорение шарнирной 

точки номер 1 минус относительное ускорение . 
Последним членом, который нужно раскрыть в уравнении принципа Даламбера, 

является . Подобно , он выводится из выражения (9) для . Вариация заданных 
функций времени равна нулю, так что 

  
Рассмотрим сначала произведение . Элемент матрицы C есть вектор , ко-

торый либо фиксирован в теле i, либо равен нулю. Следовательно, его вариация равна 

. В силу этого произведение  имеет вид 

  (34) 

Элемент  матрицы-столбца  равен 

  (35) 

Это следует из того, что  представляет собой вариацию вектора  в базисе 

. Если члены  объединить опять в матрицу-столбец, то каждый из двух 
членов в правой части также образует матрицу-столбец. 

Во втором члене формулы (35) перепишем  как . Вариация по-
ложения тела 0 равна нулю. Следовательно, суммирование распространяется только на 

. Это дает 

  

0 * *

1
( ) ( ), 1, , .

n
T

i j j ji
j

g T g g d i nω ω
=

= + = × × =∑ 

*
ijd

( )C Z T+
*[( ) ] , , 1, , .ij ijC Z T d i j n+ = = 

( )ij ijCT d=

ijd
TT θ θ

01S +
0

TS +

0
T TT S +

011nS +−

θ

* *
0 0 0 0 01 01 0 1 0 0 011 ( ) [ 2 ( )]1 .T T

n nr C T T r c S z cθ ω ω ω ω+ ′− − = + × + × + × ×  

01 1S z+ ′′

rδ r r

( 1 ).T T
nr T C zδ δ δ= − +

1T
nCδ iaC

ia ia iC Cδ δπ= − × 1T
nCδ

11 1 1 1 11 1 1

1 1 1

1
n n

T
n

n nn n n nn n

C C C C
C

C C C C

δπ δπ δπ
δπ

δπ δπ δπ

× ×     
     − = − × = − ×     
     × ×     

 

  

azδ zδ

( )
, 1, , .a a ai a

z z z a nδ δ δπ +′= + × = 

azδ az
( ( ))i ae +

1, , nz zδ δ

( )i aδπ + 0

n
ja jj

S δπ+
=∑

1, ,j n= 

( )
1 1

.
n n

a ja a j ja ji a
j j

z S z Zδπ δπ δπ+
+

= =

× = − × = − ×∑ ∑
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В силу этого соотношения, а также (35), матрица-столбец 

.Подставляя это выражение, а также (34) в уравнение для , получим 

  (36) 
Пусть  – возможная работа, совершаемая в отдельном шарнире . 

Она может быть выражена через величины  и  для этого шарнира a и 
через физические параметры, такие, как жесткость пружины, например. Выражение для

 всегда будет линейным по  и , так что оно может быть записано в форме 

  (37) 
Этим соотношением определяются сила  и момент , которые производят 

совместно такую же возможную работу, как реально существующие шарнирные силы. 
Член  показывает, что линия действия силы  проходит через шарнирную 

точку a. Обе величины,  и , приложены к телу, положение которого подвергается 

варьированию, т.е. к телу . Отсюда следует, что силы  и  действуют на тело 

. 
В результате для выражения возможной работы имеем: 

  (38) 

В соответствии с выражениями (27), (32), (33), (36) и (37) уравнения (2) принимают 
вид: 

  
или 

  (39) 
Для манипуляторов вариации  и  являются, как правило, независимыми. Со-

ответственно получаем следующие уравнения: 

   
  (40) 

В случае шаровых шарниров, вариации δπ  также независимы, и из (40) имеем 
следующую совокупность уравнений: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

' '' ' ''

0,U

C Z T m C Z T I C Z T m C Z T z

C Z T F C Z T U C Z T M M V S Y

ω ω

δ

+ × + ⋅ − + + × + −

− + × − + × + + × − − + − ⋅ =

 
(41) 

в которых матрица при ω является невырожденной. 

Tz z zδ δ δπ′= −
rδ

[( ) ].T Tr T C Z zδ δπ δ ′= + × −

aWδ ( 1, , )a a n= 

, , , ,a a a a az z z Gδ′ Ω aδχ

aWδ azδ aδχ

, 1, , .a a a a aW z X Y a nδ δ δχ= − ⋅ − ⋅ = 

aX− aY−

a az Xδ− ⋅ aX−

aX− aY−

( )i a−
aX+ aY+

( )i a+

1
.

n
T T

i
a

W W z X S Yδ δ δ δπ
=

= = − + ⋅∑

( )( )( ) ( )

( ) 0

T T T T T

T u T T

C Z T z T F U mT C Z mT z m

M M I V z X S Y

δπ δ ω

δπ ω δ δπ

′′× + − + − + × + − ∆ +

+ + − − − + ⋅ =





( )( ) ( )

( ) 0.

T T T T

T u T T

C Z T F U mT C Z mT z m

M M I V z X SY

δπ ω

δπ ω δ δπ

′′+ × + − + × + − ∆ +

+ + − − − + =





δπ zδ

(
)

( ) ( ( )

) 0

T T T

T u

C Z T F U mT C Z

mT z m M M I V S Y

δπ ω

ω

+ × + − + × +

′′+ − ∆ + + − − + ⋅ =





( )( ( ) ) 0T T Tz T F U mT C Z mT z m Xδ ω ′′+ − + × + − ∆ + =
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Будем полагать, что относительные перемещения системы могут быть различного 
характера, соответственно выражаются через некоторые параметры: 

• 1 2 3( , , )a a a as s s s=  в случае свободного перемещения; 

• 1 2( , )a a as s s=  в случае, когда шарнир позволяет перемещения вдоль плоскости; 

• 1a a as s e= ⋅ , когда возможно прямолинейное перемещение. 
Таким образом, можем считать в общем виде 
 ( ).a a aZ Z s=  

Отсюда имеем следующие выражения для '
aZ , ''

aZ , aZδ : 

 
'

' ,a
a a

a

ZZ s
s

 ∂
=  ∂ 

  

 
' 2 '

'' ' ,a a
a a a a

a a a

Z ZZ s s s
s s s

   ∂ ∂
= +   ∂ ∂ ∂   

   (42) 

 
'

.a
a a

a

ZZ s
s

δ δ
 ∂

=  ∂ 
 

Подставляя эти выражения в (40) и (41), получаем следующие уравнения модели-
руемой системы 

 

( )
'

' '

2
' '

' 0.

Z ZT mT s mT C Z
s s

Z ZmT s m F U X
s s s

ω
   ∂ ∂

− + × ⋅   ∂ ∂   
    ∂ ∂

− ∆ + + + =    ∂ ∂ ∂    





 (43) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' '' '

' 2 '
'

0.U

C Z T m C Z T I C Z T m C Z T

Z Zs s s C Z T F C Z T U C Z T
s s s

M M V S Y

ω ω

δ

+ × + ⋅ − + + × + ⋅

   ∂ ∂
+ − + × − + × + + × −    ∂ ∂ ∂    

− − + − ⋅ =

 

   (44) 

К полученным уравнениям следует добавить кинематические уравнения враща-
тельного движения в углах Эйлера или Крылова, в параметрах Родрига-Гамильтона. 

Построим алгоритм управления движением манипулятора в виде системы твердых 
тел, связанных между собой и с ведущим телом шаровыми шарнирами с использованием 
углов Крылова-Брайнта [1]. 

В этих углах угловая ориентация связанного с телом базиса ( )ke  представляется в 
виде последовательности трех поворотов, в начале которых этот базис совпадает с бази-

сом ( 1)ke −  предыдущего по отсчету тела. Первый поворот на угол ( )
1

kϕ  выполняется во-

круг оси 1( )ke . Он приводит к вспомогательному базису 0( )ke . Второй поворот на угол 
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( )
2

kϕ  вокруг оси 0( )
2

ke  приводит к базису 1( )ke . Третий поворот на угол ( )
3

kϕ  вокруг оси 

1( )
3

ke  сообщает связанному с k -ым телом базису его окончательную ориентацию ( )ke . 

Матрица направляющих косинусов, связывающая ( 1)ke −  и ( )ke ,  имеет следующий 
вид [1] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 1 2 1 2 3 1 3 1 2 3

( 1), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 1 2 1 2 3 1 3 1 2

cos cos cos sin sin sin cos sin sin cos sin cos
cos sin cos cos sin sin sin sin cos cos sin si

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k k

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ−

+ −
Φ = − − + ( )

3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2

n .
sin sin cos cos cos

k

k k k k k

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 
 
 
 − 

 
Для условий скорости ( )kΩ  k -го тела соответственно будут иметь место выраже-

ния 

 1( )( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3

kk k k k k ke e eϕ ϕ ϕ−Ω = + +    
или 

 

( ) ( ) ( )
2 3 3

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

( )
2

cos cos sin 0
, cos sin cos 0 .

sin 0 1

k k k

k k k k
k k k

k

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

 
 

Ω = Φ Φ = − 
 
 

  

Разрешая их относительно ( )
1

kϕ , ( )
2

kϕ , ( )
3

kϕ , находим соответствующие кинемати-
ческие уравнения 

 

( ) ( )
( ) 3 3
1 ( ) ( )

2 2
( ) ( ) ( )
2 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 2 3 2

cos sin
cos cos

sin cos

cos tg sin g

k k
k

kx kyk k

k k k
kx ky

k k k k k
kx ky kz

ϕ ϕϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ


= Ω − Ω

 = Ω + Ω


= − Ω + Ω + Ω








 (45) 

Совокупность уравнений (43), (44), (4), (45) представляет собой полную совокуп-
ность уравнений, описывающих управление движением манипулятора, связанного с те-
лом, совершающим заданное движение.  

Покажем такое построение для программного движения системы, задаваемого в 
относительных переменных равенствами 

 0, 0, 0, 0.s s ϕ= = Ω = =  (46) 
В абсолютной системе координат система движется как единая с ведущим телом по 

закону 

 ( ) ( )' '
0 0 0, 1 1 .n nr CT r C Tω ω= = − + −  (47) 

Положим 

 ( ) ( )* ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )
1 2 3sin , sin sin ,sin ,sin .k k k k k

k k ϕ ϕ ϕ ϕ ϕΩ = −Φ =     

В соответствии с (4) найдем выражения абсолютных угловых скоростей 

 ( ) ( )'* ' * * * *
0 11 , , , .n nTω ω= Ω + Ω = Ω Ω  
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Положим в (43) и (44) 

 ( ) ( )*
1 2, ,UU B s Fs M B ω ω= − ∆ + = − ∆ −  (48) 

где ( )1 2diag , , , nF F F F=   и kF  положительно определены. 

Для производной функции

 ( ) ( ) ( )( )( )
'

' '* ' *1 1
2 2

Z ZV Z T m Z T I C Z T m C Z T
s s

ω ω ω ω   ∂ ∂
= + − + × + −   ∂ ∂   

   

при соответствующем выборе матриц 1B  и 2B  имеем оценку 

 *
1 2 0.V v v s Fsω ω≤ − − − + ≤   

Применяя теоремы из [3, 4], находим, что релейное управление (48) решает задачу 
о стабилизации движений (46)–(47). 

На основе полученных теоретических результатов разработан соответствующий 
программный комплекс. 
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THE MODEL OF CONTROL OF THE MECHANICAL SYSTEM  

AS A SYSTEM OF INTERCONNECTED RIGID BODIES 

Borisov S.V., Shepelev G.A. 

Ulyanovsk State University 
 
Abstract. The paper presents a new control structure for the spatial motion of a multilink 
manipulator, modeled as a system of interconnected rigid bodies, with the assumption of 
the relative displacement of individual bodies and using Krylov-Bryant angles to describe 
the relative rotational motion. 
Keywords: control, mechanical system, the system of interconnected rigid bodies, Lyapu-
nov vector function. 
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УДК 519.2 
 

МЕТОД НАТУРАЛЬНОЙ ШКАЛЫ  
В ПОСТРОЕНИИ ЭМПИРИЧЕСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ  

ПРИ ИМИТАЦИОННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ  
СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ 

Бутов А. А., Замашкина О. М.  

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. Настоящая работа посвящена математическому описанию метода на-
туральной шкалы в построении распределений при имитационном компьютерном 
моделировании симметричных случайных блужданий.  
Ключевые слова: симметричное случайное блуждание, натуральная шкала, эмпири-
ческая функция распределения.  
 
Настоящая работа посвящена методам (их разработке и применению), позволяю-

щим исследовать аналитически и имитационно случайные блуждания в случайных средах 
(см. [2] и [3,4]). 

Пусть 𝑋𝑋𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝑡𝑡 − 𝑑𝑑𝑡𝑡  – процесс симметричного случайного блуждания, где 𝐴𝐴𝑡𝑡– чис-
ло скачков «вверх», а 𝑑𝑑𝑡𝑡– число скачков «вниз» (см. [1]):  

𝐴𝐴𝑡𝑡� =  ∑ ∫ 𝐼𝐼{𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑖𝑖} ∙𝑡𝑡
0

∞
𝑖𝑖=−∞ 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑑𝑑𝑠𝑠 =  ∫ 𝜆𝜆𝑥𝑥𝑠𝑠

𝑡𝑡
0 𝑑𝑑𝑠𝑠    (1) 

𝑑𝑑𝑡𝑡� =  ∑ ∫ 𝐼𝐼{𝑥𝑥𝑠𝑠 = 𝑖𝑖} ∙𝑡𝑡
0

∞
𝑖𝑖=−∞ 𝜇𝜇𝑖𝑖𝑑𝑑𝑠𝑠 =  ∫ 𝜇𝜇𝑥𝑥𝑠𝑠

𝑡𝑡
0 𝑑𝑑𝑠𝑠    (2) 

1) 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝜇𝜇𝑖𝑖 = 𝜀𝜀 > 0, где𝜀𝜀=const. 
2) 𝜆𝜆𝑖𝑖 = |𝑖𝑖| + 1. 
3) 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝜀𝜀𝑖𝑖 , {𝜀𝜀−𝑁𝑁 , … , 𝜀𝜀𝑁𝑁} – независимо одинаково распределенная случайная вели-

чина на отрезке [𝑎𝑎, 𝑏𝑏], где 0<𝑎𝑎<𝑏𝑏 

𝑌𝑌𝑡𝑡 =  �
∑ 𝜉𝜉𝑖𝑖  ,   𝑋𝑋𝑡𝑡 ≥ 1,𝑋𝑋𝑡𝑡−1
𝑖𝑖=0

         0 ,   𝑋𝑋𝑡𝑡 = 0,
∑ 𝜉𝜉𝑖𝑖  ,     𝑋𝑋𝑡𝑡 ≤ −1−1
𝑖𝑖=𝑋𝑋𝑡𝑡

�     (3) 

где 𝜉𝜉𝑖𝑖 =  1
𝜀𝜀𝑖𝑖

. 

Натуральная шкала (см. [4]): 

𝛷𝛷(𝑁𝑁) =  �
∑ 𝜉𝜉𝑖𝑖  ,   𝑁𝑁 ≥ 1𝑁𝑁−1
𝑖𝑖=0

         0 ,   𝑋𝑋𝑡𝑡 = 0
∑ 𝜉𝜉𝑖𝑖  ,     𝑁𝑁 ≤ −1−1
𝑖𝑖=𝑁𝑁

�     (4) 

𝑌𝑌𝑡𝑡 =  𝛷𝛷(𝑋𝑋𝑡𝑡);  𝑋𝑋 =  𝛷𝛷−1(𝑌𝑌) ; 1
𝑁𝑁
𝛷𝛷([𝑁𝑁 · 𝑥𝑥]) → (𝐸𝐸𝜉𝜉) · 𝑥𝑥. 

График, иллюстрирующий процесс имитационного моделирования, приведён на 
рис. 1. 
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Рис. 1. Процесс симметричного случайного блуждания при значениях: 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝜇𝜇𝑖𝑖 = 3 

Эмпирическая функция распределения процессов 𝑋𝑋𝑡𝑡  и𝑌𝑌𝑡𝑡  : 

𝐹𝐹𝑋𝑋𝑡𝑡
эмп(𝑥𝑥) = 1

𝑁𝑁
∑ 𝐼𝐼{𝑋𝑋𝑡𝑡𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥}𝑁𝑁
𝑘𝑘=1       (5) 

𝐹𝐹𝑌𝑌𝑡𝑡
эмп(𝑥𝑥) = 1

𝑁𝑁
∑ 𝐼𝐼{𝑌𝑌𝑡𝑡𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥}𝑁𝑁
𝑘𝑘=1  ,     (6) 

где −𝐴𝐴 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐴𝐴 , 𝐴𝐴 > 0 ; 𝑥𝑥𝑖𝑖+1 − 𝑥𝑥𝑖𝑖 = ∆.  
Проводилось сопоставление в равномерной метрике 

‖𝐹𝐹𝑋𝑋  ,𝐹𝐹𝑌𝑌‖ = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑥𝑥𝑖𝑖 |𝐹𝐹𝑋𝑋(𝑥𝑥𝑖𝑖) − 𝐹𝐹𝑌𝑌(𝑥𝑥𝑖𝑖)|,    (7) 

показавшее достаточную адекватность процесса имитационного моделирования. 
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THE METHOD OF THE NATURAL SCALE OF THE ANALYSIS  
OF EMPIRICALDISTRIBUTIONS OF RANDOM WALKS IN SIMULATIONS 

Butov A. A., Zamashkina O.M. 
Ulyanovsk State University 

 
Abstract. The article is devoted to the mathematical description of the method of natural 
scale for the problems of the analysis of distributions of random walks for the simula-
tions. 
Keywords: symmetric random walk, natural scale, empirical distribution function. 
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УДК 51-76 
 

НОВЫЕ МЕТОДЫ УСТОЙЧИВОСТИ  
ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ ТИПА ВОЛЬТЕРРА1 

Кудашова Е.А., Кудашкина И.В, Федорова Л.В. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию устойчивости дискретной 
модели типа Вольтерра.  С помощью метода сравнения для разностных систем най-
дены достаточные условия асимптотической устойчивости. 
Ключевые слова: дискретная модель, Уравнения Вольтерра динамики популяций, 
метод сравнения, устойчивость.  
 

Распространенной моделью ряда нелинейных систем и процессов являются диффе-
ренциальные, функционально-дифференциальные уравнения, предложенные к рассмотре-
нию в работах В. Вольтерра [1]. Соответствующими разностными уравнениями могут 
быть описаны модели в медицине, экономике и других естественных, а так же техниче-
ских науках [2-7]. За основу исследования примем эпидемиологическую модель из моно-
графии [8]. 

Рассмотрим две различные популяции, где инфицированные члены одной популя-
ции могут заражать здоровых членов другой популяции. Простая дискретная модель тече-
ния болезни с учетом нестационарности имеет следующий вид: 

1 12 2 1 11 1

2 21 1 2 22 2

( 1) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( ),

x n a n x n x n a n x n
x n a n x n x n a n x n

+ = − +
+ = − +



                                     

(1) 

где n Z +∈ , 1x  и 2x  – относительные инфицированные члены популяции, 

1 20 1,0 1x x≤ ≤ ≤ ≤ , , , 1, 2,jka j k = – коэффициенты, характеризующие процесс заражения 

для которых могут быть приняты следующие условия 0 ( ) 1jka nε ε< ≤ ≤ − . 

Множество  1 2{0 1,0 1}x xΓ = ≤ ≤ ≤ ≤  для системы (1) является инвариантным для 

любых значений 0 0 0 0( ) , ( , )x n x n x Z += ∈ ×Γ , соответствующих решений 0 0( , , )x n n x ∈Γ  для 

всех 0n n≥ . 
Уравнения (1) предкомпактны, соответствующие предельные уравнения имеют 

аналогичный вид: 

 

* *
1 12 2 1 11 1

* *
2 21 1 2 22 2

( 1) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( ),
( 1) ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( ).

x n a n x n x n a n x n
x n a n x n x n a n x n

 + = − +


+ = − +                             
(2) 

В качестве векторной функции Ляпунова можно взять функцию 

1 2 1 1 2 2( , ) , , .TV V V V x V x= = =  

Здесь ( )T⋅ − операция транспонирования. 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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Уравнения для 1V  и 2V  совпадают с (1) и (2), а система сравнения имеет вид 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

( 1) ( ) ( )
( 1) )

,
.( ) (

w n a n w a n w Q
w n a n w a n w Q

+ = + −
+ = + −



                                   

(3) 

При этом, в принятых обозначениях,  1 12 1 2( )Q a n x x= , 2 21 1 2( )Q a n x x= , откуда полу-

чаем, что предельные функции *
1Q  и *

2Q  соответственно задаются равенствами 
* * * *
1 12 1 2 2 21 1 2

*

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),
( ) lim ( ).jk jkm

Q a n x n x n Q a n x n x n
a n a m n

→∞

= =
= +

                        
(4) 

Положим 11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )
a n a n

A n
a n a n

 
=  

 
. Решение 1 2 0w w= =  системы ( 1) ( ) ( )w n A n w n+ =  

будет равномерно устойчивым, если для любого 0k Z +∈  и 0k k≥  

0

( ) ,
k

j k

A j M const
=

≤ =∏
                                         

(5) 

где || || (| |)jkB max b= . 

Множество * *
1 2 1{ 0} { ( ) 0Q Q x n= = = =  или 2 ( ) 0}x n =  не содержит решений (2), кроме

1 2 0x x= = . Условие (5) достаточно для глобальной равномерной асимптотической устой-

чивости состояния 1 2 0x x= =  системы (1). 
Иное достаточное условие асимптотической устойчивости можно вывести на осно-

ве функции Ляпунова. 

1 2 1 2 1 2( , ) | | | |V x x x x x xα β α β= + = + , 0, 0α β> > . 
Находим 

1 2 11 21 1

12 22 2 12 21 1 2

( 1) ( 1) ( 1) ( ( ) ( )) ( )
( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

V n x n x n a n a n x n
a n a n x n a n a n x n x n n V n Q

α β α β
α β α β µ

+ = + + + = + +
+ + − + = −

 

12 21 1 2( ( ) ( )) .Q a n a n x xα β= +  
Пусть 

11 21

12 22

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

a n a n n
a n a n n

α β αµ
α β βµ

+ ≤
 + ≤                                           

(6) 

где полагаем, что ( ) 0nµ > есть некоторая функция, удовлетворяющая соотношению 

0

0 0 0 .( ) , ,
n

j n
j m const n n n Zµ +

=
≤ = ∀ > ∈∏

                                   
(7) 

Находим, что при условиях (6) и (7) решение 0w =  соответствующего уравнения 
сравнения 

( 1) ( ) ( )w n n w nµ+ =  

равномерно устойчиво, а множество * * *
12 21 1 2( ( ) ( ))Q a n a n x xα β= +   не содержит решений (2), 

кроме 1 2 0x x= = . И, таким образом, условия (6) и (7) достаточны для глобальной равно-

мерной асимптотической устойчивости 1 2 0x x= =  системы (1). 
Представим неравенства (6) в виде 
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11 21

12 22

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

a n a n n

a n a n n

β µ
α

α µ
β

 + ≤

 + ≤
                                            

(8) 

Обозначив , (0, )β γ γ
α

= ∈ ∞  и разрешив полученную систему относительно γ , 

получим, что эти условия выполняются, если функция ( )nµ  удовлетворяет соотношениям 

11 21 22 12
1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ).n a n a n n a n a nµ γ µ
γ

≥ + ≥ +  

Соответственно условия (7) обращаются в условие: существует такое число 0γ > , 
при котором 

0

11 21 22 12 0 0 0
1max{ ( ) ( ), ( ) ( )} , .

n

j n

a j a j a j a j m const n n n Zγ
γ

+

=

+ + ≤ = ∀ > ∈∏
           

(9) 

Замечание 1. Для постоянной матрицы 0( )A n A const= =  условия (5) или (9) обра-

щаются в условия 0( ) 1max Aλ ≤ , здесь 0( )max Aλ  - наибольшее собственное значение матри-

цы 0A . Что соответственно совпадает с необходимым и достаточным условием для 
автономной системы (1) из [8], записанного в виде 

11 22 11 22 12 211 ( ) 0.a a a a a a− + + − ≥                                        (10) 

Если вместо условия (5) матрица ( )A n  удовлетворяет условию вида: 
( 1)

( ) 1 ,
k m

j km

A j ε
+

=

≥ +∏  

для некоторых m Z +∈  и 0ε > и k Z +∀ ∈ , тогда несложно найти, что состояние 1 2 0x x= =  
системы (1) неустойчиво. 

При постоянных , , 1, 2jka const j k= =  и нарушении условий (10) система (1) имеет 

ненулевое стационарное решение 

0 21 22 12
1 1

12 11 21

0 11 12 22
2 2

21 22 11

( 1)(1 )1 ,
( 1)

( 1)(1 )1 .
( 1)

− + −
= = −

− +
− + −

= = −
− +

a a ax x
a a a

a a ax x
a a a

 

В общем случае системы (1) это решение существует, если коэффициенты ( )jka n  

удовлетворяют соотношениям 

021 22 12
11

11 12 21

011 12 22
22

21 22 11

( ( ) ( ) 1)(1 ( ))1 1,
( ( ) ( ) 1) ( )

( ( ) ( ) 1)(1 ( ))1 1.
( ( ) ( ) 1) ( )

− + −
− = = <

− +

− + −
− = = <

− +

a n a n a n b const
a n a n a n

a n a n a n b const
a n a n a n

 

Исследуем вопрос об устойчивости, как этого возможного стационарного состоя-
ния, так и любого другого решения системы (1) 

* *
1 10 2 20( ), ( ).x x n x x n= =                                                (11) 
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Вводимвозмущения 
* *

1 1 10 2 2 20( ) ( ), ( ) .( )x n x x n x n x x n= − = −   
Уравнения возмущенного движения будут иметь следующий вид 

* *
1 12 10 2 11 12 20 1 12 2 1

* *
2 21 20 1 22 21 10 2 21 1 2

( 1) ( )(1 ( )) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ),

( 1) ( )(1 ( )) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).

x n a n x n x n a n a n x n x n a n x n x n

x n a n x n x n a n a n x n x n a n x n x n

+ = − + − −

+ = − + − −

    

    
(12) 

Уравнения линейного приближения соответственно будут 
( 1) ( ) ( ).x n A n x n+ =                                                    (13) 

Матрица A  системы (12) имеет вид: 
* *

11 12 20 12 10
* *

21 20 22 21 10

(1 )
A .

(1 )
a a x a x
a x a a x

 − −
=  

− − 
  

Асимптотическая устойчивость нулевого решения системы  (12) может быть опре-
делена в соответствии со следующей теоремой. 

Теорема 1. [8], [9]. Рассмотрим систему ( 1) ( ) ( ) ( , ( )),x n A n x n f n x n+ = +  где 
( ,0) 0,|| ( , ) || || ||f n f n x xγ≡ ≤ . Если нулевое решение линейной системы первого приближе-

ния ( 1) ( ) ( )x n A n x n+ =  равномерно асимптотически устойчиво (а значит, экспоненциаль-
но устойчиво) и если γ  достаточно мало, то нулевое решение нелинейной системы 
также экспоненциально устойчиво. 

Непосредственными вычислениями находим условия равномерной асимптотиче-
ской устойчивости системы (13): для любого 0ε >  найдется число ( ) 0N N ε= > , такое, 

что для любых 0n Z +∈  и любых n N≥  

0

0

( ) .
n N

j n

A j ε
+

=

≤∏ 

                                                              
(15) 

Согласно теореме 1 это условие достаточно и для равномерной асимптотической 
устойчивости решения 1 2 0x x= =   системы (12). 

Рассмотрим задачу об исследовании устойчивости решения (12) на основе функции 
Ляпунова вида: 

1 2 1 2( , ) , , 0.V x x x xα β α β= + >      
* *

1 2 11 12 20 21 20 1

* * 2
12 10 22 21 10 2 12 21 1 2 1 2

( 1, , ) ( (1 )) ( )

( (1 ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

V n x x a a x a x x n

a x a a x x n a a x n x n n V n n V n

α β

α β α β µ µ

+ ≤ − + − +

+ − + − − + ≤ +

   

   
 

если 

* *
11 12 20 21 20 1

* *
12 10 22 21 10 1

12 21
2

(1 ) ( ),

(1 ) ( ),

4 ( ).

a a x a x n

a x a a x n

a a n

α β αµ

α β βµ

α β µ
αβ

− + − ≤



 − + − ≤

+
≤



                                        

(16) 

Соответственно, имеем следующее уравнение сравнения 
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2
1 2( 1) ( ) ( ) ) ).( (w n n w n n w nµ µ+ = +                                        (17) 

Глобальная равномерная асимптотическая устойчивость нулевого решения этого 
уравнения достаточна для глобальной равномерной асимптотической устойчивости реше-
ния (12). 

Решение 0w =  будет локально равномерно асимптотически устойчиво, если для

1( )nµ  имеет место соотношение 
0

0

1 0 0( ) , 0, .( )
k k

j k

j k k N N k Zµ ε ε
+

+

=

≤ ∀ ≥ + = >  ∈∏
                            

(18) 

Таким образом, согласно теореме 1 первые два неравенства (16) и соотношение 
(18) достаточны для равномерной асимптотической устойчивости решения 0x =  системы 
(12). 

Перепишем указанные условия из (16) в виде 
* *

11 12 20 21 21 20 1

* *
22 21 10 12 12 10 1

( ),

( ),

a a x a a x n

a a x a a x n

β β µ
α α

α α µ
β β

− + − ≤

− + − ≤

 

Полагая β γ
α

= , находим, что эти условия будут выполнены, если функция 1( )nµ  

удовлетворяет соотношениям 
* * *

1 1 11 12 20 21 20

** * *
1 1 22 21 10 12 10

( ) ( ) (1 ),

1( ) ( ) (1 ).

n n a a x a x

n n a a x a x

µ µ γ

µ µ
γ

≥ ≡ − + −

≥ ≡ − + −
                              

(19) 

Учитывая требования (18), получаем, что решение (12) будет локально равномерно 
асимптотически устойчиво, если найдется число 0γ > , такое что 

0

* **
1 1 0 0max{ ( ), ( )} , , .( )

n

j k

j j k k N N N k Zµ µ ε ε +

=

≤ ∀ > + = ∈∏  

При постоянных значениях jka , полагая 1µ = , отсюда имеем условия асимптоти-

ческой устойчивости стационарного режима, совпадающие с соответствующим результа-
том из [8]. 

Рассмотрим дискретную динамическую модель третьего порядка, описывающую 
течение болезни в некоторой биологической системе. Даны три различные популяции, где 
инфицированные члены первой и второй популяций могут заражать друг друга, а инфи-
цированные члены третьей популяции могут заражать членов всех трех популяций. Будем 
предполагать, что выздоровление возможно, но иммунитет отсутствует и популяции по-
стоянны. Пусть ix −  инфицированная часть популяции , 1, 2,3.iP i =  Тогда (1 )ix−  −  здоро-
вая часть, которая воспринимает инфекцию. 

При сделанных предположениях нелинейная дискретная модель течения болезни с 
учетом нестационарности имеет следующий вид: 
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1 12 2 13 3 1 11 1

2 21 1 23 3 2 22 2

3 34 3 31 1 32 2 3 33 3

( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),
( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),
( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),

x n a n x n a n x n x n a n x n
x n a n x n a n x n x n a n x n
x n a n x n a n x n a n x n x n a n x n

+ = + − +
 + = + − +
 + = + + − +         

(20) 

где 1 , 1,2,3, 1,2,3,4.ija i jε ε≤ ≤ − = =  Введем также дополнительные условия, обеспечи-

вающие корректность поставленной задачи, а именно 

0 0( ) { : 0 1, 1,2,3}, , ( )i ix n x x i n n x n∈Γ = ≤ ≤ = ∀ ≥ ∈Γ  

12 13

21 23

31 32 34

( ) ( ) 1,
( ) ( ) 1,
( ) ( ) ( ) 1.

a n a n
a n a n
a n a n a n

+ ≤
 + ≤
 + + ≤                                               

(21) 

Уравнения, предельные к (20), имеют аналогичный вид: 
* * *

1 12 2 13 3 1 11 1
* * *

2 21 1 23 3 2 22 2
* * * *

3 34 3 31 1 32 2 3 33 3

( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),

( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),

( 1) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))(1 ( )) ( ) ( ),

x n a n x n a n x n x n a n x n

x n a n x n a n x n x n a n x n

x n a n x n a n x n a n x n x n a n x n

 + = + − +


+ = + − +
 + = + + − +

(22) 

где функции * ( )ija n  являются предельными для ija  соответственно для некоторой последо-

вательности kn → +∞ : 
* ( ) lim ( ).

k
ij ij kn

a n a n n
→+∞

= +  

Введем вектор-функцию 1 1 2 2 3 3( , , )V V x V x V x= = = = . 

Уравнения для 1V  и 2V  совпадают с (20) и (22), а система сравнения имеет вид 

( 1) ( ) ( )w n A n w n Q+ = − , 
где в принятых обозначениях 

1 12 2 13 3 1

2 21 1 23 3 2

3 31 1 32 2 34 3 3

( ) ( ) ,

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ),
( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ),
( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ).

jkA n a n

Q a n x n a n x n x n
Q a n x n a n x n x n
Q a n x n a n x n a n x n x n

=

= +
= +
= + +

 

Функции *Q , предельные к Q , являются аналогичными. 

Решение 1 2 3 0w w w= = =  системы ( 1) ( ) ( )w n A n w n+ =  равномерно устойчиво, если 
выполнено условие 

0

0 0( .) , ,
k

j k

A j M const k Z k k+

=

≤ = ∀ ∈ ≥∏
                                

(23) 

Множество * 0Q =  не содержит решений (22), кроме нулевого, 1 2 3 0x x x= = = . В 
соответствии с теоремой 1, условия (23) достаточно для глобальной равномерной асим-
птотической устойчивости положения 1 2 3 0x x x= = =  системы (20). 

Введем функцию Ляпунова 1 2 3 1 2 3( , , )V V x x x fx gx hx= = + + , где 0, 0, 0.f g h> > >

Аналогично случаю системы (1) условия 
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11 21 31

12 22 32

13 23 33 34

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

fa n ga n ha n f n
fa n ga n ha n g n
fa n ga n ha n ha n h n

µ
µ

µ

+ + ≤
 + + ≤
 + + + ≤                            

(24) 

где функция ( )nµ  удовлетворяет соотношению (7), являются достаточными для равно-
мерной устойчивости состояния 1 2 3 0x x x= = = . 

При этом единственным квазиинвариантным относительно (22) подмножеством 
множества * * *

1 3 3{ 0, 0, 0}Q Q Q= = =  оказывается точка 1 2 3 0x x x= = = . Поэтому существова-

нияпостоянных , ,f g h  и функции ( )nµ , удовлетворяющих условиям  (24) и (7), достаточ-
но для глобальной равномерной асимптотической устойчивости состояния 1 2 3 0x x x= = =  
системы (20). 

Проведем анализ (24), введя параметры 0fu
g

= >  и 0.hv
g

= >  Система неравенств 

(24) преобразуется к виду 

11

22

33 34

11 21

31 31

22 12

32 32

13 23

33 34 33 34

( ) ( ),
( ) ( ),

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n a n
n a n

n a n a n
n a n a nv u
a n a n

n a n a nv u
a n a n

a n a nv u
a n a n n a n a n n

µ
µ

µ
µ

µ

µ µ

>
 >
 > +
 − ≤ −

 − ≤ −


 ≤ − −

+ − + −                         

(25) 

На плоскости ( , )u v  последние три неравенства определяют область, изображенную 
на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Графическая интерпретация условий (25) 
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Укажем явно точки пересечения полуплоскостей. 

1. Минимальное интересующее нас значение u  на полуплоскости, заданной чет-

вертым соотношением из системы (25), может быть найдено из равенства 

11 21

31 31

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

n a n a nu
a n a n

µ −
=  

2. Полуплоскости, заданные четвертым и шестым соотношениями из системы 

(25), имеют точку пересечения их границ при 

* 23 31 21 34 33
1

34 33 11 13 31

( )( )
( )(

,
)

a a a a au n
a a a a a

µ
µ µ

+ − −
=

− − − −
 

если выполнено условие 

 11 34 33 13 31( )( ) .a a a a aµ µ− − − >                                     (26) 

3. Полуплоскости, заданные пятым и шестым соотношениями из системы (25), 

имеют точку пересечения их границ 
2

* 34 33 22 22 34 23 32 22 33
2

13 32 12 34 32

( )( )
( )

.a a a a a a a a au n
a a a a a

µ µ
µ

− + + + − +
=

+ − −                   
(27) 

4. Максимальное интересующее нас значение u  на полуплоскости, заданной пя-

тым соотношением из системы (25), может быть найдено из равенства 

22 12

32 32

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( )

n a n a n u
a n a n

µ −
=   

Интервал определения области будет содержать точку * *( , )α β , * *0, 0α β> > , неза-

висимую от n  при условиях 

* *21 22

11 12

( ) ( ) ( )0 ,
( ) ( ) ( )

a n n a n
n a n a n

µγ α
µ

−
< ≤ ≤ ≤

−
  

*
*11 21

31 31

( ( ) ( )) ( )
(

,
) ( )

n a n a n
a n a n

µ α β−
− ≥  

*
*13 23

33 34

( ) ( )
( ) )

,
( ) (

a n a n
n a n a n

α β
µ

+
≥

− −
 

*
22 12

*
32

( ) ( ) ( ) ,
( )

n a n a n
a n

µ α
β

− −
≥

 

выполняемых для всех n Z +∈ . 

Таким образом, для функции ( )nµ , кроме (18) имеем следующую совокупность 

оценок 
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Совместимость этих оценок выражается следующим образом: 

Пусть существуют постоянные значения * * *0, 0, 0α β γ> > >  такие, что для функ-

ции *( )nµ µ= , определяемой равенством 

* * * *
11 21 31 22 12 32*

1( ) max ( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ) ( ) ,n a n a n a n a n a n a nµ β α β
α

 = + + + + 
 

 

одновременно с условием (7) выполняется соотношение 
*

* *
11 33 34 13 23*

21

1( ) min ( ) , ( ) ( ) ( ( ) ( )) .
( )

n a n a n a n a n a n
a n

γµ α
β

 
≤ + + + + 

 
 

Тогда состояние 1 2 3 0x x x= = =  процесса (20) глобально равномерно асимптотиче-

ски устойчиво. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРАВЛЯЕМОГО ДВИЖЕНИЯ  
ТРЕХКОЛЕСНОГО МОБИЛЬНОГО РОБОТА:  
ОПИСАНИЕ ПРОГРАММНОГО ПРОДУКТА1 

Кудашова Е.А., Филаткина Е.В. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе для реализации новых методов дискретного управления робо-
тотехническими системами представлено описание программы, реализующей про-
цесс моделирования выхода омни-робота на желаемое движение, путем построения 
траекторий на плоскости. Данная программа представляет собой самостоятельное 
кроссплатформенное приложение, спроектированное на языке JavaSE 7u75. 
Ключевые слова: стабилизация, механическая система, дискретное управление, ме-
тод сравнения, вектор-функция Ляпунова. 
 

Для качественной визуализации процесса управления трехколесным мобильным 
роботом [1, 2] и упрощения работы пользователя с программным продуктом, непосредст-
венно для данного мобильного приложения был разработан [3] собственный математиче-
ский пакет и модуль ввода математических формул. А также векторный движок, благода-
ря которому интерфейс программы адаптируется под различные разрешения экрана, не 
теряя в качестве отображения графических элементов и не умаляя удобства взаимодейст-
вия с приложением. Реализована возможность программного сглаживания готового изо-
бражения, что позволяет рисовать дробную часть пикселя и в конечном итоге позволяет 
получить наилучшее отображение графиков и текста. 

Кроме того, в данном приложении реализована идея «живого приложения» – все 
необходимые перепостроения и перерасчеты происходят без нажатия  пользователя на до-
полнительные кнопки. Например, в основном разделе моделирования не используется не 
единой кнопки, а благодаря многопоточной оптимизации внутренних расчетов произво-
дительность интерфейса практически не снижается. 

Приложение предназначено для моделирования управляемого движения трехко-
лесного робота, анализа качества управления, скорости выхода робота на желаемую тра-
екторию движения и подробного анализа результатов математического моделирования. 

Моделирование начинается с запуска приложения trowth.exe для Windows и 
trowh.jar– для Linux, в основном меню программы пользователю предоставляется возмож-
ность ознакомиться с теоретической частью, лежащей в основе математического модели-
рования управляемого движения колесного робота, ознакомиться с информацией об авто-
рах проекта или перейти к демонстрации работы заложенного закона управления. 

Разделы программного продукта 
В теоретическую часть входит схематическое изображения управляемогообъекта, 

система дифференциальных уравнений, описывающая движение робота и описание харак-
теристик, использующихся в построении управления.  
                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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Рис. 1. Внешний вид главного меню 

 
Рис. 2. Внешний вид теоретического раздела 

 

При переходе непосредственно к разделу «математическое моделирование», поль-
зователю предлагается задать параметры системы, параметры управления, а также на-
чальные точки положения робота, либо согласиться с предложенными по умолчанию. О 
значении каждого из параметров пользователь может прочесть в разделе приложения 
«Теория» на рис. 2. 

Следующим этапом работы с программой является задание движения робота одним 
из следующих способов: 

1. Аналитический ввод функций, описывающих движение робота; 
2. Задание траектории движения графически; 
3. Загрузка файлов с массивами данных. 
 

 
Рис. 3. Параметры  

для расчетов 

 
Рис. 4. Внешний вид раздела «моделирование» 
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В случае возникновения ошибки на одном из этапов ввода данных, пользователь 
незамедлительно увидит предупреждение о некорректном вводе и возможных методах 
исправления ошибки. 

Задание закона движения робота аналитически. 
Ввод формул, описывающих желаемое движение мобильного робота данным мето-

дом, задействует математический пакет, самостоятельно разработанный автором.  
На первом этапе пользователю предлагается ввести функции 0 0 0( ), ( ), ( )t t tξ η ψ , опи-

сывающие движение робота, а так же шаг дискретизации ∆  и время моделирования maxT . 
По мере введения каждой функции под ней рисуется миниатюра графика, что позволяет 
ориентироваться и подбирать коэффициенты в сложных формулах. По окончанию ввода 
последней формулы незамедлительно происходит моделирование управляемого движения 
робота. 

Использование векторной графики позволило сделать ввод формулы интерактив-
ным, формула во время ввода автоматически занимает все доступное для нее место, в пра-
вой части стоит приглашение к вводу в виде знака "[?]". При клике мыши на этот значок 
выпадает список с вариантами возможных операций. Процесс создания формулы ведется 
путем собирания формулы из отдельных функциональных блоков. После ввода формулы 
происходит её компиляция в оперативную память и при каждом следующем обращении 
процессор практически не участвует в вычислении, за счет этого достигается высокая ско-
рость производительности пакета.  

Стоит отметить, что тестирование скорости обработки формул математическим па-
кетом, выявило его преимущество перед такими известными инструментами, как MathCad 
14 и Maple 12. Несомненно, преимущество в скорости обусловлено относительно скром-
ным набором функций, входящих в пакет разработанного продукта, однако, библиотека 
формул является более чем достаточной для проведения моделирования дискретных ди-
намических систем и может быть расширена при необходимости. 

  

 
Рис. 5. Система ожидает ввода управления 

с помощью формул 

 
Рис. 6. Типичный ввод формулы  
по этапам функции sin(t)+2*t 

 

При наборе формулы поддерживаются следующие действия, обрабатывающиеся 
функционалом математического пакета: 

o все математические операции (умножение, деление, сложение, вычитание, воз-
ведение в степень); 



46 

o ввод без ограничения по длине формулы; 
o ввод без ограничений по количеству вложенных скобок; 
o добавление делегированных тригонометрических и алгебраических функций (

sin( ),cos( ), ( ), ( ),exp( ), ln( )t t tg t ctg t t t ); 
o ввод делегированных констант, например, π ; 
o  ввод переменной t . 
Приоритеты операций в редакторе являются общепринятыми в математике, так, 

например, в выражении x+y*z сначала будет выполнено умножение, а потом сложение.  
Кроме того, редактор дает возможность менять приоритеты по умолчанию, указы-

вая их в явном виде с помощью символов парных скобок. При этом глубина вложенности 
прямо пропорциональна величине приоритета, то есть более внутренние скобки указыва-
ют на больший приоритет, чем внешние, обрамляющие их. В предыдущем примере с сум-
мой и произведением порядок вычисления можно поменять, используя скобки, записав 
всё выражение так:  (x+y)*z. 

Если все действия проделаны правильно, на заднем плане отрисуется график функ-
ции рис. 6 п.7. 

Метод ввода траектории движения робота графически. 
Если пользователь выбирает графический способ ввода траектории, перед ним от-

крывается поле для поточечного ввода произвольной траектории.  
Изначально поле представляется чистым листом, на который можно нанести неог-

раниченное количество точек. Каждая из точек имеет три характеристики (координаты на 
плоскости и угол поворота).  

o удалить траекторию; 
o добавление точки по клику в любой части рабочей области; 
o вставить точку в произвольную часть ломаной; 
o переместить точку без разрыва траектории; 
o удалить узловую точку без разрыва траектории; 
o замкнуть траекторию путем соединения. 
Графический редактор является авторской разработкой и предоставляет возмож-

ность поточечного ввода траектории. Модуль позволяет вводить любые значения от -
1.7е+308 до 1.7е+308 с точность до 1e-12. 

Ввод данных организован при помощи двух совокупных плоскостей Oξ ψ , Oη ψ , 
переключение между которыми производится нажатием на перекрестие в левом нижнем 
углу графического редактора. Скорость движения робота в этом случае принимается 
постоянной на каждом отрезке ломаной. 

При редактировании траектории мгновенно происходит расчет управления и 
управляемого движения и отображается результат математического моделирования дви-
жения мобильного робота по заданной траектории.  

Благодаря векторной графике, лежащей в основе проектирования приложения, в 
данном модуле поддерживается масштабирование ломаной в широких пределах, что по-
зволяет пользователю редактировать степень излома траектории. В случае, если траекто-
рия скрывается из рабочей области, на границах плоскости появляются ключевые точки, 
предоставляющие информацию о положении ломаной за пределами рабочей области. 
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Рис. 7. Внешний вид  

модуля ввода траектории 

 
Рис. 8. Внешний вид расчетной части 

 

Файловый метод задания программного движения робота  
При выборе этого метода ввода, пользователю необходимо загрузить в программу 

файл с уже сформированными координатами движения объекта управления. Данные по-
лученные из многомерного массива итерационно подставляются в дискретизированные 
формулы, описывающее движение робота. Данный программный продукт позволяет про-
вести импорт из Microsoft Excell. На данный момент приложением поддерживается два 
расширения: cvs; msr – внутреннее расширение. Для импорта данных из других продуктов 
можно воспользоваться внутренним форматом данных с открытым протоколом. 

После задания траектории движения робота одним из описанных способов, в пра-
вой части приложения выводятся следующие графики рис. 8. 

1) графики 0( ), ( )t tξ ξ  траектории центра масс платформы; 

2) графики 0( ), ( )t tη η  координаты центра масс платформы;  

3) графики 0( ), ( )t tψ ψ  угла поворота платформы;   

4) графики 0( ), ( )t tξ ξ   скорости центра масс платформы; 

5) графики 0( ), ( )t tη η   скорости координат центра масс платформы; 

6) графики 0( ), ( )t tψ ψ   угла поворота платформы;  
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7) графики траектории платформы на фазовой плоскости 0( ( )), ( ( ))t tξ η ξ η угла 

поворота платформы; 

8) графики разностей 0 0 0( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )t t t t t tξ ξ η η ψ ψ− − −      . 

 
По графикам можно судить, что рассматриваемая система двигается вдоль отсле-

живаемой траектории на расстоянии, не превышающем погрешности слежения. 
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ИМПУЛЬСНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПРОГРАММНЫМИ ДВИЖЕНИЯМИ 

ГОЛОНОМНОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ1 

Кудашова Е.А., Хасанова Р.И. 

Ульяновский государственный университет 

 
Аннотация. В работе рассматривается задача о стабилизации программных движе-
ний механических систем дискретным управляющим воздействием. В качестве мо-
дельной системы рассмотрена механическая система с одной степенью свободы. 
Методика решения основывается на методе векторных функций Ляпунова и систем 
сравнения. Последовательно выводятся результаты о стабилизации программного 
движения непрерывным воздействием, затем дискретным. Обосновывается исполь-
зование дискретной схемы моделирования. 
Ключевые слова: стабилизация, механическая система, дискретное управление, ме-
тод сравнения, вектор-функция Ляпунова. 
 

Задача о стабилизации программного движения механической системы с одной 
степенью свободы приводится к исследованию уравнений вида[1]: 

( , , ) ( , , ) ,x d t x x x f t x x x u= + +                                              (1) 

где ( , , )d t x x  и ( , , )f t x x  определены в области 1 2R G G+ × × , 

1 1 1{ : ,0 }G x R x H H= ∈ < < ≤ +∞ , 2 2 2{ : ,0 }G x R x H H= ∈ < < ≤ +∞  , u – управляющее воз-

действие. 
Для исследования этой задачи и построения алгоритма её решения цифровым 

управлением вначале рассмотрим вспомогательную задачу о построении векторной функ-
ции Ляпунова в задаче об устойчивости решения 0x x= =  уравнения 

( , , ) ( , , ) .x t x x x q t x x xγ= − −                                             (2) 

Будем полагать, что коэффициенты ( , , )t x xγ   и ( , , )q t x x  ограничены при

10 20( , , )t x x R G G+∈ × ×  так, что 

0 1 0 1,0 ( , , ) , 0 ( , , )t x x q q t x x qγ γ γ< ≤ ≤ < ≤ ≤                              (3) 

где 10 10 1{ : }G x R x H H= ∈ ≤ < , 20 20 2{ : }G x R x H H= ∈ ≤ <  . 

Введем вектор-функцию Ляпунова 

1 2( , )V V V ′= , 1V x= , 2 , 0.V x x constµ µ= + = >  

Для производных функций 1V  и 2V  имеем следующие оценки 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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1 2 1

2

2 1

( ) ( )
( )( ) ( )(( ) )

( )(( )( )
( ) )) ( ) ( ) .

V sgn x x sgnx x x x V V
V sgn x x x x sgn x x x qx

sgn x x x x
x qx V q V

µ µ µ
µ µ µ µ γ

µ µ γ µ
µ γ µ µ γ µ µ γ

= = + − ≤ −

= + + = + − − =
= + − + −
− − − ≤ − + − +

  

     

   

Если учесть возможность изменения γ  и q  при всех ограничениях (3), тогда для 

производной 2V  имеем следующую оценку, независимую от ( , , )t x x  

2 0 2 1 0

10 20

,( ) ,
{( ( ) ), ,( , ) }.

V V V
max q t R x x G G

γ µ ν µ γ
ν µ µ γ +

≤ − − + <
= − + ∈ ∈ ×




 

Таким образом, устойчивость положения 0x x= =  уравнения (2) может быть най-
дена из условий устойчивости стационарной системы 

1 1 2 2 1 0 2, ) ,(u u u u u uµ ν γ µ= − + = − −                                    (4) 
Для нее имеем следующее характеристическое уравнение 

0

1
0,

( )
µ λ

ν γ µ λ
− −

=
− − −

 

или 
2

0 0( ) 0λ γ λ µ γ µ ν+ + − − = . 

Отсюда получаем, что условия асимптотической устойчивости 0x x= = , причем 
экспоненциальной, сводятся к неравенствам 

0 0, ( ) 0.µ γ µ γ µ ν< − − >                                        (5) 
Последнее неравенство будет выполняться для всевозможных законов изменения 

( , , )t x xγ γ=   и ( , , )q q t x x=  , удовлетворяющих (3), если выполнены неравенства 

0 0( ) ( ),µ γ µ ν µ γ µ− − < < −  
или 

0 1 0 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ).q qµ γ µ µ µ γ µ µ γ µ γ µ− − < − + ≤ − + < −  
Последние соотношения сводятся к системе неравенств 

1 0 0
2

0 1

,( )
2 2 0.

q
q

γ γ µ
µ µγ





− <
− + <

 

Число 00 µ γ< < , удовлетворяющее этой системе неравенств, существует, если 
выполнены условия 

2 2
0 1 0 1 0 0 0 12 , 2 ( )( 2 ).q q qγ γ γ γ γ> > − + −                              (6) 

Эти условия можно  рассматривать как условия относительно выбора параметров 

0γ  и 1γ  в соотношениях (3) при заданных 0q  и 1q . 
Перейдем к задаче о стабилизации положения равновесия системы (1) при помощи 

ступенчатого импульсного управляющего воздействия с обратной связью вида 

1 2( ) ( ) ( ) ( ), , , 0.n n nu k t x T k t x T T nT n Z T+= − − = ∈ >                             (7) 
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Таким образом, nT nT= , T – период дискретизации. 
Модель (1) принимает вид 

1 2( , , ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),n nx d t x x x f t x x x k t x T k t x T= + − −                          (8) 

где полагается, что коэффициенты усиления 1k  и 2k  непрерывны на каждом отрезке 

1[ , )n nT T + . 
Модель 

1 2

( , , ) ( , , ) ,
( , , ) ( ) ( , , ), ( , , ) ( ) ( , , )

x t x x x q t x x x
t x x k t d t x x q t x x k t f t x x

γ
γ

= − −
= − = −

   

   
                    (9) 

примем за базовую. В этой модели считаем, что измерения ( )x t  и ( )x t  являются непре-
рывными, управляющее воздействие имеет вид 

1 2( , ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ).u t x t x t k t x t k t x t= − −                                 (10) 
Согласно (3) и (6) имеем следующие условия асимптотической устойчивости по-

ложения 0x x= =  

0 1 1

0 2 1

0 ( ) ( , , )
0 ( ) ( , , )

,
,

k t d t x x
q k t f t x x q
γ γ< ≤ − ≤

< ≤ − ≤



 

где постоянные 0 1 0 1, , ,q qγ γ  удовлетворяют соотношению (6). Отсюда следует, что для 
базовой модели (9) управляющее воздействие типа (10) решает поставленную задачу, если 
коэффициенты усиления 1 2( ), ( )k t k t  удовлетворяют условиям 

*
0 1 1 *

*
0 2 1 *

*
10 20 * 10 20

*
10 20 * 10 20

0 ( ) ( ) ( ),
0 ( ) ( ) ( ),

( ) ( ( , , ),( , ) ), ( ) ( ( , , ),( , ) ),
( ) ( ( , , ),( , ) ), ( ) ( ( , , ),( , ) ).

d t k t d t
q f t k t q f t

d t max d t x x x x G G d t min d t x x x x G G
f t max f t x x x x G G f t min f t x x x x G G

γ γ< + ≤ ≤ +

< + ≤ ≤ +

= ∈ × = ∈ ×

= ∈ × = ∈ ×

   

   

 (11) 

В представлении (8) с точностью до 2T  при  1n nT t T +≤ <  можно разложить 

( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( )( ).n n n nx T x x t t T x T x x tt t t T= − − = − −                        (12) 

Тем самым, с точностью до 2T модель (8) принимает вид базовой модели, на каж-
дом отрезке 1n nT t T +≤ <  

(1) (1)

(1) 1 2

1

(1) 2

1

( ) [ ] ( ) [ ] ( ),

( ) ( , , ) ( )( )( , , , ) ,
1 ( )( )

( ) ( , , )( , , , ) .
1 ( )( )

n
n

n

n

n

x t t x t q t x t

k t d t x x k t t TT t x x
k t t T

k t f t x xq T t x x
k t t T

γ

γ

= − −

− − −
=

− −

−
=

− −

 







                    (13) 

Несмотря на то, что полученная модель представляет собой систему с разрывной 
правой частью, для нее применимы предыдущие рассуждения. И, соответственно, выво-
дим следующие достаточные условия стабилизируемости 



52 

1 2
0 1

1

2
0 1

1

( ) ( , , ) ( )( )0
1 ( )( )

( ) ( , , )0
1

,

,
( )( )

n

n

n

k t d t x x k t t T
k t t T

k t f t x xq q
k t t T

γ γ− − −
< ≤ ≤

− −
−

< ≤ ≤
− −




 

где, как ранее, для  0 1 0 1, , ,q qγ γ , полагается существование соотношений (6). Отсюда для 

коэффициентов усиления 1 2( ), ( )k t k t  получим следующие условия 
*

0 1 * 1 1
*

0 2 * 1

2

1

( ) ( ) ( ( ) ( )(t ) ) /(1 (t )),
( ) ( ) ( ) (1 ( )(t ) ,)

n n

n

d t k t d t k t T T
q f t k t f t k t T q

γ γ γ+ ≤ ≤ + − + −
+ ≤ ≤ + − −

                     (14) 

Может быть применен следующий алгоритм построения управления (7) 
• Из условий (11) находятся допустимые коэффициенты усиления 1 ( )k t  и 2 ( )k t

. Эти условия достаточно широкие  для выбора 1 ( )k t  и 2 ( )k t . Они позволяют подобрать 
эти коэффициенты из дополнительных условий, например, с учетом оптимизации энерге-
тических затрат. 

• Из условий (14) или их усилением находится возможный период дискретиза-
ции T . 

Контроль за импульсным управлением возможен путем дискретизации уравнений 
(1) с воздействием (7). 

Для этого сделаем замену 

1 2 .y x y x= =   
В новых переменных уравнение (1) запишется в виде 

.

1 2

.

2 1 2 2 1 2 1

,

( , , ) ( , , ) .

y y

y d t y y y f t y y y u

=

= + +
                             (15) 

Используя соотношения 
.

1 1 1 1 1
1

.
2 1 2 2 2

2

( ) ( ) [ 1] [ ] ,

( ) ( ) [ 1] [ ] ,

n n

n n

y T y T y n y ny
T T

y T y T y n y ny
T T

+

+

− + −
= =

− + −
= =

 

получаем модель вида 

1 1 2

2 2 1 2 1 1

1 1 1 2

1 1 22

[ 1] [ ] [ ],
[ 1] [ ] ( [ ] [ ] [ ] [ ]),

[ ] ( ) [ ], [ ] ( ) [ ],
[ ] ( , [ ], [ ]), [ ] ( , [ ], [ ]),n n

y n y n Ty n
y n y n T n y n q n y n

n k n d n q n k n f n
d n d T y n y n f n f T y n y n

γ

γ

+ = +
 + = − +

= − = −
= =

                (16) 
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Устойчивость состояния 1 2 0y y= =  системы (16) определим на основе векторной 
функции Ляпунова 

1 1 2 2 1, , 0.V y V y yµ µ= = + >  

Находим, учитывая малость 0T >  

1 1 1 2 1 2

2 2 1

2 1 2 1 2 1 1

0 1 0 2

0 1 1 0 1

1] [ 1] [ ] [ ] 1 [ ] [ ],

[ 1] [ 1] [ 1]

[ ] ( [ ] [ ]) ( [ ] [ ] [ ] [ ])
[ ] 1 ],

( ( [ ]) [ ] , ), ( [ ], ).

[

[

V n y n y n Ty n T V n TV n

V n y n y n

y n y n Ty n T n y n q n y n
TV n T T V n

max n q n n Z min n n Z

µ

µ

µ γ
ν µ γ

ν µ µ γ γ γ+ +

+ = + = + ≤ − +

+ = + + + =

= + + − + ≤

≤ + + −

= − + ∈ = ∈

 

Для вектор-функции 1 2( [ ], [ ])V n V n  получаем следующую систему уравнений срав-
нения 

1 1 2

2 0 1 0 2

[ 1] [1 ] [ ] [ ],
[ 1] [ ] (1 ) [ ].

u n T u n Tu n
u n Tu n T T u n

µ
ν µ γ

+ = − +
 + = + + −

                           (17) 

Условия её устойчивости сводятся к исследованию характеристического уравнения 

0 0

0,
1

1T
T T

T T
µ η
ν µ γ η

− −
+

=
− −

 

или 
2 2 2

0 0 0(2 ) (1 ( ) .) 0T T v Tη γ η µ γ µ− + + + − − =  
Асимптотическая устойчивость будет иметь место, если корни этого уравнения 

удовлетворяют неравенству 1η < . Соответствующее число 0µ >  должно удовлетворять 

неравенствам вида (5). Аналогично предыдущему, оно существует, если имеет место со-
отношение (6), независящее от T . 

Таким образом, условия асимптотической устойчивости системы (13) достаточны и 
для асимптотической устойчивости системы (15). 

Соответственно, система (15) может служить для описания, анализа и дискретного 
моделирования нулевого состояния системы (1) с управляющим воздействием (7). 

Обоснованность представления (1) с (7) в виде (13) с точностью до 2T  зависит от 
свойств функций ( , , )d t x x , ( , , )f t x x , 1( )k t  и 2 ( )k t . 

Рассмотрим этот вопрос подробно, полагая 0d ≡ , 0f ≡ , 
0

1 1( ) ( ) 0k t k t const= = > , 0
2 2( ) ( ) 0k t k t const= = > . 

В этом случае, в силу того, что x const= [ )nT t T≤ <  имеем 

2

( ) ( ) ( )( ),
1( ) ( ) ( )( ) ( ) .( )
2

n n

n n n

x T x t x t t T

x T x t x t t T x t t T

= − −

= − − − −
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Соответственно, система (1) с управляющим воздействием (7), принимающим вид 
0 0

1 2( , , ) ( ) ( ),n nu t x x k x T k x T= − −                                                (18) 

может быть стабилизируема, если коэффициенты усиления 0
1k  и 0

2k  согласно (14) удов-
летворяют неравенствам 

0 0
0 1 1 1 1

0 0
0 2 1 1

/(1 ),
.(1 )

k T k T
q k k T q

γ γ γ+ ≤ ≤ +
≤ ≤ +

 

Конкретный подбор коэффициентов 0
1k  и 0

2k   зависит от допустимых значений nT  

и выбора чисел 0 1 0 1, , ,q qγ γ  второй совокупности соотношений (6). 
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PULSE CONTROL OF PROGRAM MOTION  
OF A HOLONOMIC MECHANICAL SYSTEM 

Kudashova E.A., Hasanova R.I. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. In this paper, we consider the problem on stabilization of program motions of 
mechanical systems by use a discrete control action. As a model system of the considered 
mechanical system we investigate the one with one degree of freedom. The method of the 
problem solution is based on the use of the Lyapunov vector functions and comparison 
systems. The results of the program motion stabilization are obtained at first for the con-
tinuous control action, then for the discrete one. The use of discrete modeling scheme is 
substantiated. 
Keywords: Stabilization, mechanical system, discrete control, comparison method, Lya-
punov vector function. 
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УДК 539.3 
 

КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ  
НА ОСНОВЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ФИНИТНЫХ ФУНКЦИЙ  

В ПЛОСКИХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

Леонтьев В.Л., Ефременков И.В. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. Статья посвящена формированию конечного элемента на основе орто-
гональных финитных функций (ОФФ), предназначенного для решения плоских за-
дач теории упругости. Алгоритм построения локальной матрицы жесткостиопреде-
ляется применением ОФФ. Использование ОФФ создает возможность исключения 
значительной части сеточных неизвестных до начала решения системы сеточных 
уравнений и делает данный смешанный численный метод сравнимым по количест-
ву арифметических операций, выполняемых при получении решения, с численным 
методом, основанным на вариационном принципе Лагранжа. Внедрение конечного 
элемента в комплекс программ ANSYS осуществляется в виде динамической биб-
лиотеки, написанной на языке Fortran. 
Ключевые слова: ANSYS Mechanical APDL, конечный элемент, ортогональные фи-
нитные функции, плоские задачи, теория упругости. 

 
Введение 
При проектировании конструкций применяются комплексы программ конечно-

элементного анализа. Подготовка моделей к расчётам в таких системах включает в себя 
создание сетки конечных элементов. Комплекс программ ANSYS позволяет модифициро-
вать алгоритм используемого численного метода и включить новый конечный элементов 
библиотеку конечных элементов. В статье рассмотрена структура ортогональных финит-
ных функций, их применение при создании нового конечного элемента и при решении 
тестовой задачи. Использование ортогональных финитных функций позволяет увеличить 
точность получаемых результатов, а также увеличить эффективность метода конечных 
элементов в решении плоских задач теории упругости. 

Конечный элемент 
Для плоских задач теории упругости аппроксимирующие функции компонент век-

тора перемещений записываются в виде:    

( ) ( )∑
=

=
k

i
ii uyxNyxu

1
,,  

( ) ( )∑
=

=
k

i
ii vyxNyxv

1
,,  

Аппроксимирующие функции ( )yxNi ,  (функции формы) зависят от типа и фор-
мы конечного элемента. 
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Система уравнений для плоских задач теории упругости записывается относитель-
но перемещений𝑼𝑼 = (𝑼𝑼𝒙𝒙,𝑼𝑼𝒚𝒚)𝑻𝑻, деформаций 𝜺𝜺 = (𝜺𝜺𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝜺𝜺𝒚𝒚𝒚𝒚, 𝜺𝜺𝒙𝒙𝒚𝒚)𝑻𝑻 и напряжений 𝝈𝝈 =
(𝝈𝝈𝒙𝒙𝒙𝒙,𝝈𝝈𝒚𝒚𝒚𝒚,𝝈𝝈𝒙𝒙𝒚𝒚)𝑻𝑻и состоит из кинематических уравнений, уравнений состояния и уравнений 
равновесия: 
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𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙⎠

⎟
⎞
�
𝑼𝑼𝒙𝒙
𝑼𝑼𝒚𝒚
� ;�

𝝈𝝈𝒙𝒙𝒙𝒙
𝝈𝝈𝒚𝒚𝒚𝒚
𝝈𝝈𝒙𝒙𝒚𝒚

� = �
𝒅𝒅𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒅𝒅𝟐𝟐𝟏𝟏

𝒅𝒅𝟏𝟏𝟐𝟐
𝒅𝒅𝟐𝟐𝟐𝟐

𝒅𝒅𝟏𝟏𝟏𝟏
𝒅𝒅𝟐𝟐𝟏𝟏

𝒅𝒅𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒅𝒅𝟏𝟏𝟐𝟐 𝒅𝒅𝟏𝟏𝟏𝟏
��

𝜺𝜺𝒙𝒙𝒙𝒙
𝜺𝜺𝒚𝒚𝒚𝒚
𝟐𝟐𝜺𝜺𝒙𝒙𝒚𝒚

� ; 

�
𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙

𝟎𝟎 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝟎𝟎 𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙

��
𝝈𝝈𝒙𝒙𝒙𝒙
𝝈𝝈𝒚𝒚𝒚𝒚
𝝈𝝈𝒙𝒙𝒚𝒚

� = �
𝒇𝒇𝒙𝒙
𝒇𝒇𝒚𝒚
� , 

где𝜺𝜺𝒙𝒙𝒙𝒙, 𝜺𝜺𝒚𝒚𝒚𝒚, 𝜺𝜺𝒙𝒙𝒚𝒚– компоненты тензора деформаций;𝝈𝝈𝒙𝒙𝒙𝒙,𝝈𝝈𝒚𝒚𝒚𝒚,𝝈𝝈𝒙𝒙𝒚𝒚 – компоненты тензора на-
пряжений; 𝒅𝒅𝒊𝒊𝒊𝒊 (𝒊𝒊, 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟐𝟐,𝟏𝟏) – модули упругости;𝑼𝑼𝒙𝒙,𝑼𝑼𝒚𝒚– компоненты вектора перемеще-
ний; 𝒇𝒇𝒙𝒙,𝒇𝒇𝒚𝒚– компоненты вектора внешних объемных сил. 

В матричном виде эта система уравнений имеет вид: 

В теории упругости рассматриваются задачи о плоском напряженном состоянии и 

задачи о плоской деформации. Постановки этих задач отличаются матрицами упругих мо-

дулей: 

𝑫𝑫 = 𝑬𝑬
𝟏𝟏−𝒗𝒗𝟐𝟐

�
𝟏𝟏
𝒗𝒗

𝒗𝒗
𝟏𝟏

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎 𝟎𝟎 (𝟏𝟏 − 𝒗𝒗)/𝟐𝟐
�, 

𝑫𝑫 = 𝑬𝑬(𝟏𝟏−𝒗𝒗)
(𝟏𝟏+𝒗𝒗)(𝟏𝟏−𝟐𝟐𝒗𝒗) 

�
𝟏𝟏

𝒗𝒗/(𝟏𝟏 − 𝒗𝒗)
𝒗𝒗/(𝟏𝟏 − 𝒗𝒗)

𝟏𝟏
𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎 𝟎𝟎 (𝟏𝟏 − 𝟐𝟐𝒗𝒗)/(𝟐𝟐(𝟏𝟏 − 𝒗𝒗))
�, 

где E– модуль упругости,𝒗𝒗– коэффициент Пуассона. 

Локальная матрица жесткости и локальный вектор нагрузок для плоской задачи с 

единичной толщиной конечного элемента имеют вид: 

𝑩𝑩𝑵𝑵 = 𝑩𝑩𝑵𝑵𝑻𝑻 =

⎝

⎛

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒚𝒚

𝝏𝝏
𝝏𝝏𝒙𝒙⎠

⎞�𝑵𝑵𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟐𝟐 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟒𝟒 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟐𝟐 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝑵𝑵𝟒𝟒

�; 

𝒌𝒌𝒆𝒆 = � 𝑩𝑩𝑵𝑵
𝑻𝑻𝑫𝑫𝑩𝑩𝑵𝑵𝒅𝒅𝒅𝒅;  𝒇𝒇𝒆𝒆 = � (𝑵𝑵𝒆𝒆)𝑻𝑻 �

𝒇𝒇𝒙𝒙
𝒇𝒇𝒚𝒚
�𝒅𝒅𝒅𝒅 + � (𝑵𝑵𝒆𝒆)𝑻𝑻 �

𝒑𝒑𝒙𝒙
𝒑𝒑𝒚𝒚�𝒍𝒍𝒆𝒆𝒅𝒅𝒆𝒆𝒅𝒅𝒆𝒆

𝒅𝒅𝒍𝒍, 

где 𝒌𝒌𝒆𝒆 – элементная матрицажесткости; 𝑩𝑩𝑵𝑵 – матрица производных от функции формы; 

𝒑𝒑𝒙𝒙,𝒑𝒑𝒚𝒚 – компоненты вектора силы границе области; Se–площадь элемента; le – граница 

элемента, на которой задана нагрузка. Данные формулы отражены в стандартном конеч-

ном элементе, который имеет имя Plane 182 и находится в библиотеке конечных элемен-

тов ANSYS. 

𝜀𝜀 = 𝑑𝑑𝑠𝑠, 𝜎𝜎 = 𝐷𝐷𝜀𝜀,        𝑑𝑑𝑇𝑇𝜎𝜎 = 𝑓𝑓. 
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Здесь используются тензорные произведения одномерных базисных ОФФ [1-3]: 

𝑵𝑵𝒊𝒊 = 𝝋𝝋𝒊𝒊(𝒕𝒕)𝝋𝝋𝒊𝒊(𝒔𝒔),    𝒊𝒊 = 𝟏𝟏,𝟒𝟒����� 

𝝋𝝋𝒊𝒊(𝒙𝒙) =

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)

𝒉𝒉
,   𝒙𝒙 ∈ �𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏,𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏 +

𝒉𝒉
𝟐𝟐
�

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒊𝒊)
𝒉𝒉

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ �𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏 +
𝒉𝒉
𝟐𝟐

,𝒙𝒙𝒊𝒊�

�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒊𝒊)
𝒉𝒉

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ �𝒙𝒙𝒊𝒊,𝒙𝒙𝒊𝒊 +
𝒉𝒉
𝟐𝟐
�

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙𝒊𝒊+𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)
𝒉𝒉

,   𝒙𝒙 ∈ [𝒙𝒙𝒊𝒊 + 𝒉𝒉/𝟐𝟐,𝒙𝒙𝒊𝒊+𝟏𝟏]

𝟎𝟎,   𝒙𝒙 ∉ [𝒙𝒙𝒊𝒊−𝟏𝟏,𝒙𝒙𝒊𝒊+𝟏𝟏]

� 

 𝝋𝝋𝒊𝒊(𝒕𝒕) 𝝋𝝋𝒊𝒊(𝒔𝒔) 

𝑵𝑵𝟏𝟏 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)

𝟐𝟐
+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)
𝟐𝟐

,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)

𝟐𝟐
+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)
𝟐𝟐

,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

𝑵𝑵𝟐𝟐 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(−𝟏𝟏− 𝒙𝒙)

𝟐𝟐
,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)
𝟐𝟐

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)

𝟐𝟐
+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)
𝟐𝟐

,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

𝑵𝑵𝟏𝟏 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(−𝟏𝟏− 𝒙𝒙)

𝟐𝟐
,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)
𝟐𝟐

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(−𝟏𝟏− 𝒙𝒙)

𝟐𝟐
,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)
𝟐𝟐

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

𝑵𝑵𝟒𝟒 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 + 𝟏𝟏)

𝟐𝟐
+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝟏𝟏 − 𝒙𝒙)
𝟐𝟐

,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �√𝟐𝟐 − 𝟏𝟏�(−𝟏𝟏− 𝒙𝒙)

𝟐𝟐
,   𝒙𝒙 ∈ [−𝟏𝟏,𝟎𝟎]

�√𝟐𝟐 + 𝟏𝟏�(𝒙𝒙 − 𝟏𝟏)
𝟐𝟐

+ 𝟏𝟏,   𝒙𝒙 ∈ [𝟎𝟎,𝟏𝟏 ] 

� 

 

Результаты расчета 
Для проведения сравнительного анализа результатов была решена тестовая плоская 

задача теории упругости. Исследуемый объект представлял из себя двухмерную пластину 
в форме квадрата со стороной 1 м. Пластина состоит из упругого изотропного материала 
со следующими свойствами. Модуль Юнга = 200 гпа, коэффициент Пуассона = 0.28. На 
одной из сторон было установлено условие жесткого закрепления, на противоположенной 
стороне по всей длине задавалась сила, направленная по нормали к ребру квадрата в сто-
рону от пластины, две остальные стороны пластины свободны от связей и нагрузок.  

Расчет проводился с увеличением числа конечных элементов от 10 до 100 на сто-
ронах квадрата. Были получены результаты расчетов. Графики на рис. 1 отражают зави-
симость максимальной разницы приближенных решений для в напряжений и перемеще-
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ний, полученные в расчетах с использованием предлагаемого в статье конечного элемента 
и конечного элемента Plane182 ANSYS. 

 

 
Рис. 1. Относительная разница приближенных решений для в напряжений  

и перемещений: сплошная линия – по перемещениям, пунктирная линия – по напряжениям 
 

Результаты расчетов показывают сближение результатов расчетов при сгущении 
сетки, как по перемещениям, так и по напряжениям. Таким образом, предлагаемый конеч-
ный элемент является основой эффективного смешанного численного метода 
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FINITE ELEMENT BASED ON ORTHOGONAL COMPACTLY SUPPORTED  
FUNCTIONS IN THE PLANE PROBLEM OF ELASTICITY THEORY  

Leontiev V.L., Efremenkov I.V. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. The article is devoted to the formation of a finite element based on orthogonal 
finite functions (OFF), intended for solving plane elasticity problems. An algorithm for 
constructing the local stiffness matrix is determined using OFF. Use OFF makes it possi-
ble to exclude a large part of the grid before the start of the unknown solution of a system 
of difference equations and makes this a mixed numerical method is comparable in the 
number of arithmetic operations performed in the preparation of solutions, with a numeri-
cal method based on the variational Lagrange principle. Introduction to ANSYS finite 
element software complex is carried out as a dynamic library, written in Fortran. 
Keywords: ANSYS Mechanical APDL, finite element, finite orthogonal functions, plane 
problems, the theory of elasticity. 
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УДК 004.942 
 

ПРОГРАММА МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИНАМИКИ  
ТРЕХЗВЕННОГО МАНИПУЛЯТОРА С ЗАДАНИЕМ ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ1 

Макаров Д.С. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе дано описание программы, созданной автором, для моделиро-
вания движения трехзвенного пространственного манипулятора с заданием закона 
управления в аналитическом виде. 
Ключевые слова: трехзвенный манипулятор, программа, моделирование движения. 
 

Патент РФ на программу для ЭВМ №2016616365. Москва, Роспатент, заявка 
№2016613909. Дата поступления 15.04.2016. Дата государственной регистрации в Реестре 
программ для ЭВМ 09.06.2016 [1]. 

Данная программа является отдельным кроссплатформенным приложением, 
имеющим графический интерфейс. Приложение написано на языке высокого уровня Java. 
Для построения графического интерфейса был использован фреймворк JavaFX. 

Особенности приложения состоят в возможности ввода пользователем собственно-
го закона управления для манипулятора в аналитическом виде. Причем, при вводе допус-
каются как использование элементарных функций, так и интегралов, в том числе, приво-
дящих к уравнениям с запаздыванием (пределы интегрирования зависят от времени) 

Приложение служит для моделирования движения управляемого трехзвенного ма-
нипулятора, анализа управления, времени стабилизации движения манипулятора относи-
тельно заданного положения или траектории.  

Для запуска приложения вне зависимости от операционной системы, на которой 
оно исполняется, необходимо запустить файл manipulator.jar. 

На главном экране (рис. 1) пользователю предлагается задать параметры системы, 
такие как геометрические характеристики манипулятора (длины звеньев, расстояния до их 
центров масс), массы звеньев, начальные положения звеньев, а также законы управления в 
аналитическом виде. Также присутствует возможность автоматического заполнения зара-
нее подобранными значениями по умолчанию для демонстрации работы программы. 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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Рис. 1. Графический интерфейс приложения 

 

В случае возникновения ошибки, программа сообщает о ней, выделяет незаполнен-
ные поля в случае недостаточных данных. 

Задание аналитическихзаконов управления манипулятором 
Для обработки введенных формул используется открытая сторонняя библиотека, 

позволяющая пользователю вводить элементарные функции. Также библиотека была до-
работана для того, чтобы иметь возможность распознавать определенные интегралы с пе-
ременным верхним или нижним пределом. 

Формулы вводятся в поля ввода в качестве строк текста. В формулах допускается 
использование констант, основных математических операций и параметров системы, та-
ких, например, как массы звеньев, заданные в виде переменных. При обработке формул 
происходит преобразование текста в объекты языка Java и сохранение в оперативной па-
мяти. Дальнейшие вычисления проводятся с помощью присвоения соответствующим пе-
ременным значений, необходимых для работы на текущем шаге. Таким образом, обработ-
ка формулы производится только на первых шагах, что положительно сказывается на ско-
рости работы программы. При необходимости библиотека работы с формулами может 
быть расширена. 
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После ввода уравнений управления и параметров системы пользователь нажимает 
на кнопку построения графиков, после чего программа производит моделирование движе-
ния манипулятора и отображает результаты в виде графиков, показывающих соответст-
вующее изменение координат каждого из звеньев, а также изменения скоростей звеньев с 
течением времени, ограничиваясь максимальным временем, заданным пользователем. 

При наборе формулы поддерживаются следующие действия: 
• основные математические операции (сложение, вычитание, умножения, деле-

ние, возведение в степень); 
• ввод формул без ограничения на длину; 
• ввод без ограничений по количеству вложенных скобок; 
• добавление делегированных тригонометрических и алгебраических функций 

(sin(t), cos(t), tg(t), ctg(t), exp(t), ln(t)); 
• ввод определенных интегралов, в том числе, с подынтегральной функцией и 

пределов интегрирования в зависимости от времени t; 
• ввод независимой переменной t 
. 
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DYNAMICS SIMULATION PROGRAM  
OF THE THREE-LINK MANIPULATOR WITH THE SETTING  

OF THE CONTROL LAW 

Makarov D.S. 
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Abstract. In the paper, a description of the program, created by the author, to simulate a 
three-link spatial manipulator motion with the setting of the control law in analytic form 
is given. 
Keywords: Three-link manipulator, program, motion simulation. 
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УДК 62-50 
 

О СТАБИЛИЗАЦИИ ПРОГРАММНЫХ ПОЗИЦИЙ ГОЛОНОМНОЙ  
МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ БЕЗ ИЗМЕРЕНИЯ СКОРОСТЕЙ1 

Макаров Д.С., Перегудова О.А. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе исследуется задача о стабилизации программных движений 
голономной механической системы с циклическими координатами. Решение задачи 
с измерением только позиционных координат достигается управлением типа нели-
нейного интегрального регулятора. 
Ключевые слова: механическая система, циклические координаты, программное 
движение, интегральный регулятор. 
 

Введение 
В начале 90-х годов в связи с развитием роботехники начались интенсивные 

исследования по математическому моделированию структуры управления движениями 
механических систем без измерения скоростей. 

Исследованию этой задачи посвящен целый ряд работ, из которых выделяются 
работы [1-14]. В настоящей работе задача о стабилизации программных позиций 
голономной механической системы решается построением управления типа нелинейного 
интегрального регулятора с использованием методов исследования устойчивости систем с 
последействием [15, 16]. 

1. Постановка задачи  
Рассмотрим голономную управляемую механическую систему со стационарынми 

связями, имеющую n  обобщенных координат nqqq ,..., 21 . Движение такой системы может 
быть описано с помощью уравнений Лагранжп 

 ( ) = .d T T Q U
dt q q

∂ ∂
− +

∂ ∂
 (1) 

В уравнениях (1) введена векторно-матричная запись: '
21 ),...,(=, n

n qqqqRq ∈  – 

вектор обобщенных координат, '
21 ),...,(= nqqqq   – вектор обобщенных скоростей. 

qqAqT  )()(
2
1= '

 
– кинетическая энергия с инерционной матрицей 

),,(=;),( qqtQQRAqA nn ×∈  – вектор обобщенных сил, U – обобщенная управляющая 

сила; через '()  обозначена операция транспонирования. 
Через ‖𝑞𝑞‖ обозначим норму вектора q ,‖𝑞𝑞‖2 = 𝑞𝑞1

2 + 𝑞𝑞2
2 + ⋯+ 𝑞𝑞𝐿𝐿2. 

Матрица A является в общем случае определнно положительной при всех 
допустимых значениях координат. Положим, что система (1) определена для всех ,nRq ∈ а 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 15-01-08482, № 15-01-08599). 
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соответствующая квадратичная форма qqAq  )()( '  при этом ограниченна и определенно-

оложительна для любых ,nRq ∈ вследствие чего имеем оценку 
 2𝛼𝛼0‖�̇�𝑞‖2 ≤ �̇�𝑞′𝐴𝐴(𝑞𝑞)�̇�𝑞 ≤ 2𝛼𝛼1‖�̇�𝑞‖2,𝛼𝛼0 > 0. (2) 
Полагаем при этом, что A(q) также является непрерывно-дифференцируемой. При 

моделировании манипуляторов важным является учет потенциальных, гироскопических и 
диссипативных сил. Соответственно будем полагать, что обобщенные силы непрерывны 
по ,),,( nn RRRqqt ××∈ +  и при этом представимы в виде 

 ( , )( , , ) = ( , , ),g
t qQ t q q Q t q q
q

∂Π
− +

∂
   (3) 

где ),(= qtΠΠ – потенциальная энергия, ),,( qqtQg  – совокупность диссипативных и 

гироскопических сил. По их определению для gQ  будут иметь место следующие 

соотношения 
 .0),,(0, ' n

gg RqqqtQqQ ∈∀≤≡   (4) 

Таким образом, задача стабилизации программного положения системы (1) состоит 
в отыскании управления U, которое обеспечивает стабилизацию положения системы 

 .==0,= 0 constqqq  (5) 

2. Решение задачи стабилизации положения манипулятора 
Существуют различные методы решения задачи, поставленной выше. В частности, 

могут быть использованы традиционные методы исследования асимптотической 
устойчивости под действием структуры сил и их развитие. Использование этих методов 
предполагает наличие диссипативных сил с полной, а иногда и с частичной диссипацией. 
Таким образом для построения управляющих сил требуется измерение всех (и лишь 
иногда части) обобщенных скоростей. 

Использование определенных теорем об устойчивости фунционально-дифферен-
циальных уравнений, представленых в [15, 16], позволяет решить поставленную задачу с 
помощью измерения одних лишь обобщенных координат. 

Перепишем уравнения движения (1), учитывая обобщенные силы (3). 

 ( , )( ) = ( , ) ( , , ) ,g
t qA q q C q q q Q t q q U
q

∂Π
− + +

∂
     (6) 

где матрица )(= ,kjcC  инерционных сил определяется равенством  

 ,
=1

1= ( ) .
2

n
kj ijik

j k i
i j i k

a aac q
q q q

∂ ∂∂
− −

∂ ∂ ∂∑   

Возьмем (5) – некоторую выбранную программную позицию и введем возмущения 
 0= , = = .x q q y x q−    (7) 
Тогда уравнения движения (6) примут следующий вид 

 1 1
1 1 1

( , )= , = ( )( ( , ) ( , , ) ),t xdx dyy A x C x y y Q t x y U
dt dt x

− ∂Π
− + +

∂
 (8) 

где индексом " 1 " обозначены функции, получаемые из соответствующих зависимостей (6)  
в результате замены (7). 
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Рассмотрим матрицы ,),,(= nnRPtPP ×∈τ  учитывающие предыдущее состояние 

системы в виде зависимостей 
)(0

0=,),(=
tjks

jkjkjk epptpP
−τ

τ  с постоянными 
000000 =;=,=,= kjjkkjjkjkjk ssppconstsconstp  такими, что выполнены условия 

 

2' '
0

0 ( )0 0

( , ) 0; ( , ) , > 0,
( , )( , ) = = .

t

s tjk
t jk jk

x P t x x P t x x
P tP t p s e

t
τ

τ τ β β
ττ

−

≥ ≤ −

∂
−

∂

 (9) 

Покажем, что поставленная задача может быть решена управлением вида  

 2 ( , ( ))= ( , )( ( ) ( )) .
t

t h

t x tU P t x t x d
x

τ τ τ
−

∂Π
− − −

∂ ∫  (10) 

При управлении (10) уравнения (8) примут следующий вид 

 
1

1 1 1

0

0 1 2 0

( ) = ( ),

( ) = ( ( ))( ( ( ), ( )) ( , ( ), ( ))

( , ) ( , )( ( ) ( )) ),

( , ) = ( , ) ( , ), ( ,0) 0.

t

t h

dx t y t
dt

dy t A x t C x t y t Q t x t y t
dt

t x P t x t x d
x

t x t x t x t

τ τ τ

−

−

+ −

∂Π
− − −

∂

Π Π + Π Π ≡

∫
 (11) 

Уравнения (11) представляет собой совокупность функционально-
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом с конечным запаздыванием. 

Областью определения этого уравнения можно принять область вида ,21 CCR ××  

где 1C – пространство непрерывных функций nRh →− ,0][:ϕ  с нормой 

‖𝜑𝜑‖ = sup(‖𝜑𝜑‖,−ℎ ≤ 𝑠𝑠 ≤ 0) ,𝐶𝐶2– пространство непрерывных функций nRh →− ,0][:ψ  с 
аналогичной нормой. 

Для движения ))(),(( tqtq   системы (14) с начальным состоянием ))(),(( 00 tqtq   за 
начальную функцию системы уравнений (24) можно принять функцию 

0.),(=)(=)(,)(=)(=)( 00000 ≤≤−− shtqtysqtqtxs ψϕ  

Функции ))((1
1 txA−  и ))(),((1 tytxC  являются равномерно непрерывными функциями 

по отношению к непрерывной совокупности (𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡), ‖𝑥𝑥(𝑡𝑡)‖ + ‖𝑦𝑦(𝑡𝑡)‖ ≤ 𝐻𝐻,𝐻𝐻 =
𝑐𝑐𝑐𝑐𝐿𝐿𝑠𝑠𝑡𝑡 > 0) на некотором конечном отрезке ].,[ 00 Ttt +  

Предположим, что ),,(= yxtQQ , ),(0 xtΠ , 
x

xt
∂

Π∂ ),(0 – функции, ограниченные и 

равномерно непрерывные по ),,( yxt  на каждом множестве вида 𝑅𝑅 × {‖𝑥𝑥‖ + ‖𝑦𝑦‖ ≤ 𝐻𝐻} при 
любом 0.>H  

Таким образом, согласно [15, 16]семейства предельных функций )},,({ * yxtQ  и 

)},({ *
0 xtΠ будут определяться равенствами  
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*

*
0 0

*
0 0

( , , ) = ( , , ),lim

( , ) = ( , ),lim

( , ) = ( , ).lim

k
tk

k
tk

k
tk

Q t x y Q t t x y

t x t t x

t x t t x
x x

→∞

→∞

→∞

+

Π Π +

∂Π ∂Π
+

∂ ∂

 

В частности в дальнейшем будем предполагать, что функция ),(0 xtΠ  
удовлетворяет условию  

 0.),(0 ≤
∂

Π∂
t

xt  (12) 

Таким образом, будет существовать единственная функция )(*
0 xΠ . 

При условии принятых предположений,уравнения (11) предкомпактны и для них 
можно определить семейство предельных уравнений вида 

 
*

1 0
1 1

( ) = ( ),

( ( ))( ) = ( ( ))( ( ( ), ( )) ( ) )

( , )( ( ) ( )) .
t

t h

dx t y t
dt

x tdy t A x t C x t y t y t
dt x

P t x t x dτ τ τ

−

−

∂Π
− −

∂

− −∫

 (13) 

Действительно, в предельном переходе при +∞→kt  находим  

 =))()()(,(

)))(,())(),(()((lim 0
1

1
1

τττ dxttxttP
x

ttxttttyttxCttxA

kk

tkt

htkt

kk
kkk

kt

−+++

+
∂

++Π∂
−+++

∫
+

−+

−

+∞→

 

 

,))()()(,()()())(),(())(((=

=)))()()(,(lim

))(,(
lim)())(),(())(((=

**
*
0***

1
*1

1

0***
1

*1
1

dssxtxstP
x

xtytytxCtxA

dsstxttxstttP
x

ttxtttytytxCtxA

t

ht

kkkk

t

ht
kt

kk

kt

−+
∂

Π∂
−

+−+++

+
∂

++Π∂
−

∫

∫

−

−

−+∞→

+∞→

−

 

так как ( , ) = ( , ).k kP t t t s P t s+ +  
Докажем следующее утверждение. 
Теорема 1. Пусть управление (10) выбрано так, что выполнены условия (11) 

относительно ),( τtP , а также 

1) ),(0 xtΠ – определенно-положительная функция ( )(),( 1 xaxt ≥Π ); 

2) для некоторого 0>µ  и любого малого ,<<,0 µεε  найдется число 0>)(= εδδ  
при котором выполнено неравенство  

 0 ( ) { }.x x
x

δ ε ε µ∂Π
≥   ∀ ∈ ≤ ≤

∂
 

Тогда это управление решает задачу о стабилизации положения (7).  
Доказательство: 
Возьмем функционал Ляпунова в виде 
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'
1 0

'

1( , , ) = ( ) ( ( )) ( ) ( , ( ))
2

1 ( ( ) ( )) ( , )( ( ) ( )) .
2

t t

t

t h

V t x y y t A x t y t t x t

x t x P t x t x dτ τ τ τ
−

+ Π +

+ − −∫
 (14) 

В силу условий (2), (6), (12) наложенных на ),(),,(),( 0 xttPqA Πτ  и условий теоремы 
для этого функционала получаем следующую оценку  

 
2

0 1
2 2

1 0

( , , ) ( ) ( ( ) ),

( , , ) ( ) (0, ( )) max( ( ) ( ) , ),
t t

t t

V t x y y t a x t

V t x y y t x t P h x t x s t h s t

α

α

≥ +

≤ + Π + −   − ≤ ≤
 

P – норма матрицы в nnR × . 

Для производной функционала V  в силу (12) получаем следующее соотношение 

 

' '
1

0 0
'

' 1 0
1 1 1 1

'

1 ( ( ))= ( ) ( ( )) ( ) ( )
2

( , ( )) ( , ( ))( ( )) =
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2

t

t h
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x
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−
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+ +
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∂
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Для производно ),( txtV , таким образом, имеем оценку 

 .)()(
2

=)(0,)(),( 20 ττβ dxtxxWxWxtV
t

htttt PP −≤−≤ ∫−
  (15) 

Множество 0}=)({ txW – множество таких функций, для которых )()( txx ≡τ  для 

всех ],[ tht −∈τ , при всех Rt ∈  и значит 

 0( ) (0) = = .x t x x const≡  (16) 

Подставляя 0
* =)( xtx в любое предельное уравнение (14) получим, что указанное 

решение должно удовлетворять соотношению 

 .0))(( **

≡
∂

Π∂
x

tx  (17) 
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Но это в силу условиия 2) теоремы возможно, если только 0,)(* ≡tx  а значит и 

0.)(* ≡ty  
Согласно теореме 3.5 из [15] имеем искомое доказательство. 
Используя оценку производной (15) функционала (14) на основании теоремы 2.1 

[15] получим следующий результат 
Теорема 2. Пусть для управления (10) при условии (9) функция 0),(0 ≥Π xt . Тогда 

любое движение системы (11), ограниченное для всех 0tt ≥  движение системы (11) 

))(),(( txtx  неограниченно приближается к множеству 0=})(0,={
*
0

x
xx

∂
Π∂

  при .t → +∞  

Доказательство: 
Согласно оценке (15) максимально инвариантным относительно можества 

0})({ ≡txW будет подмножество, состоящее из решений (14), для которых выполнено 

условие 0)(,)( *
0

* ≡≡ txxtx   и равенство (17). В соответствии с указанной теоремой имеем 
требуемое доказательство. 

Теоремы (4) и (1.5) позволяют вывести применимость управления (10) в задаче о 
стабилизации программной позиции (16) по отношению к скоростям и части координат. 

Теорема 3. Пусть управление (10) выбрано таким образом, что выполнены условия 
(11) относительно матрицы ),,( τtP  а также: 

1) движения системы (11) из некоторой окрестности положения 0== xx  под 
действием управления (10) ограничены по переменным 1 2, ,..., ;m m nx x x+ +  

2) функция ),(0 xtΠ  определенно-положительна по mxxx ,..., 21 ,  

 2 2 2 2
0 1 1 2( , ) ( ), = ... ;mm m

t x a x x x x xΠ ≥   + + +  

3) вне множества 0==...== 21 mxxx  нет положений равновесия (11), так что 

для некоторого 0>µ  и любого малого числа µεε <<,0  найдется 0>)(= εδδ  такое, 

что 20
=1

( , ) ( ) { }.m
kk

t x x x
dx

δ ε ε µ∂Π
≥ ∀ ∈ ≤ ≤∑  

Тогда программная позиция (5) или положение 0== xx  системы (10) 
асимптотически устойчиво по .,..,,, 21 mxxxx  

Доказательство: 
Вновь возьмем функционал Ляпунова в виде (15). В силу уравнения 2) имеем 

оценку  

 2
0 1( , , ) ( ( ) ).t t m

V t x y y a x tα≥ +  

Для производной этого функционала по прежнему имеем оценку (28) и, таким 
образом, имеет место устойчивость по 1, ,... .my x x  

В силу условия 3) теоремы множество  
не содержит решений предельной системы. В соответствие с теоремой 5.4 из [15] 

для каждого ограниченного движения )(),( txty  имеем  

 mktxty k
tt

1..=0,=)(lim0;=)(lim
+∞→+∞→
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Теорема доказана. 
Теорема 4. Пусть управление (10) выбрано таким образом, что выполнены условия 

(9) относительно матрицы ),,( τtP  а также: 
1) движения системы (11) из некоторой окрестности положения 0== xx  

равномерно ограничены по переменным nmm xxx ,..., 21 ++  

2) функция ),(0 xtΠ  удовлетворяет неравенствам  

 )(),()( *
01 xxtxa

m
Π≤Π≤  

3) множество 0}>)({ * xΠ  не содержит положений равновесия системы (14), 

})({0>)()( *
*
0 εεδ ≥Π∈∀≥

∂
Π∂ xx

x
x  

Тогда программная позиция (5) или положение равновесия 0== xx  системы (10) 
равномерно асимптотически устойчиво по .,...,, 21 mxxxx  

Доказательство: 
Вновь используем функционал Ляпунова (14), для которого, согласно условию 

теоремы, имеем оценку  

 2*2
11

2
01

)()(
2
1))(()(=),(

),,()())((

τα

α

xtxhPtxtyyxV

yxtVtytxa

tt

tt

−+Π+≤

≤≤+
 

Согласно соотношению (28) для производной этого функционала находим, что 
множество  

 

0}>))(({0}>)()(
2
1))(()({

}),(=)({=
=0}>),({0}=)({

*2*2
1

1

txxtxhPtxty

tthttxx
yxVxW ttt

Π≡−+Π+∩

∩≤≤−
∩

τα

τ  

не может в соответствии с условием 3) теоремы содержать решение предельной системы. 
Согласно указанной теореме имеем требуемое доказательство. 
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ON THE STABILIZATION OF THE PROGRAM POSITIONS  
OF HOLONOMIC MECHANICAL SYSTEM WITHOUT VELOCITY MEASUREMENT 
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Abstract. We study the problem on stabilization of program motions of holonomic me-
chanical systems with cyclic coordinates. Solution of the problem with the measurement 
of only the position coordinates is achieved by using of the non-linear integral regulator. 
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УДК 517.9 
 

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНОГО СТОХАСТИЧЕСКОГО  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА1 

Тахтенкова Л.С., Салихова Г.Ф. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация: В статье представлены новые результаты решения задачи о достаточ-
ных условиях асимптотической устойчивости положения равновесия обыкновенно-
го дифференциального и стохастического дифференциального уравнений нелиней-
ного вида. 
Ключевые слова: функция Ляпунова, асимптотическая устойчивость, случайные 
возмущения, нелинейное уравнение. 
 

Рассмотрим нелинейное уравнение второго порядка вида: 
0)()()( =++ xtfxtkx ϕ ,                                               (1) 

где )()( +∈ RCtk , )()( +∈ RCtf   и удовлетворяют условиям 

maxmin )( ktkk ≤≤ , 

maxmin )( ftff ≤≤  

и )()( 1 RCx ∈ϕ  такая, что maxmin )( ϕϕϕ  ≤≤ x . 
Исследуется задача поиска достаточных условий асимптотической устойчивости 

положения равновесия 0== xx  системы (1). 
Имеет место следующая теорема. 
Теорема 1. Предположим, что существует такая постоянная µ , что выполня-

ются условия 

max

min0
ϕ

µ


k
≤< , 

µµ
ϕϕϕ

)(2
max

min

max

min

min

max −≤−


kff
, 

max

min

max

min

min

max 2)()(
ϕ

µµ
ϕ

µµ
ϕ 

fkk
≤−−− ,                              (2) 

тогда положение равновесия 0== xx  системы (1) асимптотически устойчиво. 
Доказательство: 
Функция Ляпунова выбрана в виде: 

)(
2
1))((

2
1 2 xgxxV ϕµϕ ++=  . 

Очевидно, что функция V  определенно положительна. 
Производная функции Ляпунова V имеет вид: 

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 15-01-08482). 
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)()()())())()(()(())()(( 22 xtfxxtftkxxgxtkxV ϕµϕϕµµϕϕµ −−−++−=   

Условие определенной отрицательности функции V соблюдается, если выполняют-
ся следующие соотношения: 

0)()( ≤− tkxϕµ  , 
0)( ≥tfµ , 

))()()((4))())()(()(( 2 tkxtftftkxtg −−≤−−+ ϕµµϕµµϕ                          (3) 
Несложно показать, что соотношения (3) выполняются, если выполняются условия 

(2). При этом множество { } { }00 === xV  . Согласно теореме из [1] положение равновесия 
0== xx  системы (1) асимптотически устойчиво.  

Рассмотрим уравнение при случайных возмущениях: 
)()()()()()( xttxtfxtkx ϕξσϕ  =++ ,                                     (4) 

где )()( +∈ RCtσ  и 2
max)( σσ ≤t , )(tξ - стандартный винеровский процесс, )(),( tftk  и )(xϕ

определены выше. 
Исследуется задача поиска достаточных условий асимптотической устойчивости 

по вероятности положения равновесия 0== xx  системы (4). 
Теорема 2. Предположим, что существует такая постоянная µ , что выполня-

ются условия 

max

min

min

2
max

2 ϕ
µ

σ


k
f

≤< , 

µµ
ϕϕµ

σ
ϕϕµ

σ
ϕ

)(2
22 max

min

min

2
max

max

min

max

2
max

min

max −≤−−−


kff
, 

min

2
max

max

min

max

min

min

max

2
2)()(

ϕµ
σ

ϕ
µµ

ϕ
µµ

ϕ 
−≤−−−

fkk
,                           (5) 

тогда положение равновесия 0== xx  системы (4) асимптотически устойчиво по веро-
ятности. 

Доказательство:   
Функция Ляпунова выбрана в виде: 

)(
2
1))((

2
1 2 xgxxV ϕµϕ ++=  . 

Очевидно, что V  определенно положительна. 
Оператор LV имеет вид [2]: 

)())()(()())())()(()(())()(( 22
2
12 xtftxxtftkxxgxtkxLV ϕµσϕϕµµϕϕµ −+−−++−=   

По теореме [3] необходимо, чтобы 0≤LV . Таким образом, требуется, чтобы вы-
полнялись следующие соотношения: 

0)()( ≤− tkxϕµ  , 

0)()(2
2
1 ≤− tft µσ , 

))()())(()((4))())()(()(( 2
2
12 tkxtfttftkxtg −−≤−−+ ϕµµσϕµµϕ                       (6) 
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Несложно показать, что соотношения (6) выполняются, если выполняются условия 
(5). По аналогии с предыдущей теоремой можно также показать, что этого достаточно для 
асимптотической устойчивости по вероятности.  

Полученные теоремы являются обобщением решения известной задачи из [4] об 
устойчивости системы, жесткость и демпфирование которой нелинейны и зависят явно от 
времени. 
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ОПТИМАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ АВТОРЕГРЕССИИ ОБОБЩЕННЫХ  
ФИНАНСОВО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

Тямаева Л.Х. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. Статья посвящена систематическому математическому моделирова-
нию. В работе строятся и исследуются авторегрессионные модели биржевых ин-
дексов, а так же проводится анализ динамики моделей, в том числе с точки зрения 
вопросов теории устойчивости дискретных систем. 
Ключевые слова: авторегрессионная модель, биржевые индексы, анализ устойчиво-
сти, спектральный анализ. 
 
Введение 
Целью математического моделирования экономических систем является использо-

вание методов математики для наиболее эффективного (аналитического и/или численно-
го) решения задач, возникающих в сфере экономики. 

В настоящей статье представлен алгоритм построения АР-модели и ее компьютер-
ная реализация. 

Основная часть 
Предполагается, что у нас есть массив значений биржевого индекса 

[ ] [ ] [ ]1 , 2 ,..., ,...Nx x x . Количество значений N в массиве, содержащем сигнал, равно 

512=29.   
Текущее значение Nx зависит от нескольких предыдущих значений 1 2,N Nx x− −  (на-

пример, от трех): 

1 1 2 2 3 3N Nn Nx а x а x а x− − −= + + , 

где 1 2 3, ,а а а  пока неизвестны. 
Мы можем выписать следующие уравнения: 

1 3 2 2 3 1 4

1 4 2 3 3 2 5

11 2 2 33

.

N N NN

а x а x а x x
а x а x а x x

а x а x а x x− − −

+ + =
 + + =


 + + =


                                            (1) 

Всего 3N −  уравнений  от трех неизвестных
1

2

3

.
а

а а
а

 
 =  
 
 

 

Эту переопределенную систему линейных уравнений будем решать методом наи-
меньших квадратов. 

В векторно-матричной форме система (1) имеет вид: 
A а b⋅ = , 
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где

1 2

3 2 1

4 3 2

5

3 (

4

3)

3

3

,
.. .. ..

N N N N

x x x
x x x
x x xA

x x x− − − − ×

 
 
 
 =
 
 
 
  13

4

( )

5

N N

x
x

b

x
− ×

 
 
 =
 
 
 


 – вектор столбец. 

Умножив данную систему на TA  слева, получаем  
T TA A а A b⋅ ⋅ = ⋅      (2) 

Обозначим матрицу T
newA A A= ⋅ , newA  имеет размерность 3x3. 

Пусть вектор-столбец

(1)

(2)

(3)
3 1

.
new

T
new new

new

b

b A b b

b
×

 
 

= ⋅ =  
  
   

Тогда новая система линейных уравнений примет вид new newA а b⋅ = . Это система 

из трёх уравнений относительно трёх неизвестных 1 2 3( , , ) ,Tа а а а= причем ее решение бу-
дет совпадать с МНК-решением исходной переопределенной системы  (1). 

Решаем систему (3х3) по формулам Крамера [2]. 
Система (2.1) примет следующий вид: 

1 3 2 2 3 1 4 1

1 4 2 3 3 2 5 2

1 2 31 3 32

.
...

N N N N N

а x а x а x x
а x а x а x x

а x а x а x x

ε
ε

ε− − − −

+ + − =
 + + − =


 + + − =

 

Мы нашли 1 2 3( , , )а а а  так, что 2
3

1
( ) mini

i

N
ε

=

−

=∑  (согласно принципу метода наи-

меньших квадратов). 
Теперь можно построить общее уравнение авторегрессии 3-го порядка: 

xn= a1xn-1+a2xn-2+a3xn-3+ξn , n=4,5,6…    (3) 
где  ξn – нормально распределённые случайные величины с нулевым средним и дисперси-

ей, равной выборочной дисперсии { } 1
3N

i iε
=

− . 

 
При компьютерной реализации случайных величин будем использовать на основа-

нии центральной предельной теоремы. Поэтому 
12

1
( 6).i i

k
ξ σ η

=

= −∑  

Подобным образом можно рассчитать параметры авторегрессионной модели про-
извольного порядка  p. 

В результате математического моделирования разработана программа в среде Del-
phi 7.0, где так же вычисляются первые два момента шума (математическое ожидание и 
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среднеквадратическое отклонение), по которым можно предварительно судить об опти-
мальности порядка авторегрессии для сигнала, из которого удален линейный тренд [3]. 

Результаты представлены на рисунках 1, 2. 
 

 
Рис. 1. Графики исходных и полученных данных индекса NASDAQ. Порядок регрессии 5 

 

 
Рис. 2. Спектральная плотность мощности и дискретное преобразование Фурье  

для индекса NASDAQ. Порядок регрессии 5 
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По итогам проведенных исследований было выяснено, что оптимальным порядком 
АР-моделей для всех биржевых индексов является пятый.  

На основе вычисленных корней характеристических многочленов АР-моделей был 
проведен сравнительный анализ устойчивости моделей исходя из отношения максималь-
ных по модулю собственных значений внутри единичного круга.  

Коэффициент относительной устойчивости на основе линейной геометрической 

вероятности вычислен по формуле: 
(1)
max
(2)
max

1

1
i

i

λ

λ

−

−
[1]. 

Таблица 1 
Сравнение устойчивости на основе линейной геометрической вероятности  

(строка / столбец) 

 РТС NASDAQ ММВБ DowJones DAX 
РТС 1 1,1068 1,1875 1,4710 2,1014 
NASDAQ 0,904 1 1,0729 1,3290 1,8986 
ММВБ 0,8421 0,9320 1 1,2387 1,7696 
Dow Jones 0,6798 0,7524 0,8073 1 1,4286 
DAX 0,4759 0,5267 0,5651 0,7 1 

 
Проведены соответствующие вычисления на основе геометрической вероятности 

на плоскости, при которой сравнивались относительные площади колец.  
Коэффициент относительной устойчивости на основе геометрической вероятности 

на плоскости вычислен по формуле 
* 2
(1)1
* 2

2 (2)

(1 ( ) )
(1 ( ) )

S
S

π λ
π λ

−
=

−
 [1]. 

Таблица 2 
Сравнение устойчивости на основе геометрической вероятности на плоскости  

(столбец / строка) 

 РТС NASDAQ ММВБ DowJones DAX 
РТС 1 1,1043 1,1831 1,4600 2,076 
NASDAQ 0,9055 1 1,0714 1,3221 1,8799 
ММВБ 0,8452 0,9334 1 1,2341 1,7546 
Dow Jones 0,6849 0,7563 0,8103 1 1,4219 
DAX 0,4817 0,5319 0,5699 0,7033 1 

 
Заключение 
Общий вывод на основе анализа АР-моделей: индексы ведут себя в соответствии с за-

конами рынка, демонстрируют хорошую устойчивость и предсказуемость в своей динамике. 
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OPTIMAL AUTOREGRESSIVE MODEL OF GENERALIZED FINANCIAL  
AND ECONOMIC INDICATORS 

Tyamaeva L.H. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. The article is devoted to systematic mathematical modeling. In this work we 
construct and investigate autoregression model of the stock indices, as well as an analysis 
of the dynamics of the models, including in terms of sustainability questions in the theory 
of discrete systems. 
Keywords: Autoregression model, stock indexes, stability analysis, spectral analysis.  
 

  



80 

УДК 51-76 
 

О ВЛИЯНИИ ЗАПАЗДЫВАНИЯ  
НА УСТОЙЧИВОСТЬ ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  

«ХИЩНИК – ЖЕРТВА» 

Юрьева О.Д., Порватова А.А. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе рассматривается динамическая модель типа «Хищник – 
Жертва» с логистической функцией роста жертв и учетом запаздывания между по-
имкой жертвы и её переходом в биомассу хищников. Для описания системы вво-
дится показатель e−δτ, учитывающий взаимодействие тех хищников с жертвами, 
которые умерли, но прежде дали потомство или выросли за время τ. Показано, что 
в моделях «Хищник – Жертва» запаздывающее время может быть причиной пере-
хода устойчивого положения равновесия в неустойчивое, а также может порождать 
бифуркации.. 
Ключевые слова: система «Хищник – Жертва», запаздывание, устойчивость, бифур-
кация. 
 
Рассмотрим модель типа «Хищник – Жертва» с логистической функцией роста 

жертв [4]: 

�
𝑑𝑑𝑥𝑥 (𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝑟𝑟𝑥𝑥(𝑡𝑡) �1 − 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝐾𝐾
� − 𝛽𝛽𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑦𝑦 (𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)𝑦𝑦(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿) − 𝑑𝑑𝑦𝑦(𝑡𝑡),
�                                        (1) 

где x(t)– плотность популяции жертв, а y(t) – плотность популяции хищников, r – показа-
тель роста популяции жертв, 𝛽𝛽– показатель роста численности хищников, d – показатель 
смертности популяции хищников, K - ёмкость окружающей среды (максимальное воздей-
ствие, которое она может выдержать), 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿учитывает то, что хищники взаимодействуют с 
жертвами, но умирают, прежде успев дать потомство или вырасти за время 𝛿𝛿, 𝛿𝛿 – показа-
тель смертности хищников, выживших в период зрелости. 

Модель (1) имеет три положения равновесия: 𝐸𝐸1��� = (0,0) и 𝐸𝐸2��� = (𝐾𝐾, 0), не представ-

ляющие биологический интерес, и 𝐸𝐸3��� = �𝑑𝑑𝑒𝑒
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝛽𝛽
, 𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 − 𝑑𝑑

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 ��, имеющее биологический 

смысл при 𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 − 𝑑𝑑

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 � > 0, то есть при 𝛿𝛿 < 1

𝛿𝛿
𝑙𝑙𝐿𝐿 �𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑑𝑑
�. Так как подлогарифмическое вы-

ражение не может быть меньше 1, то для существования этого положения равновесия не-

обходимо предположить𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑑𝑑

> 1. 
Будем исследовать только третье положение равновесия,  представляющее биоло-

гический интерес. 
Линеаризованная система (1) в окрестности положения равновесия имеет вид: 

�𝑠𝑠�1̇
𝑠𝑠�̇2
� = �𝑟𝑟 �1 − 2𝑥𝑥̅

𝐾𝐾
� − 𝛽𝛽𝑦𝑦� −𝛽𝛽�̅�𝑥

0 −𝑑𝑑
� �
𝑠𝑠�1(𝑡𝑡)
𝑠𝑠�2(𝑡𝑡)� + �

0 0
β 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑦𝑦� 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 �̅�𝑥� �

𝑠𝑠�1(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)
𝑠𝑠�2(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)�.        (2) 

Запишем соответствующее характеристическое уравнение:  
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𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡 �𝑟𝑟 �1 −
2�̅�𝑥
𝐾𝐾
� − 𝛽𝛽𝑦𝑦� − 𝜆𝜆 −𝛽𝛽�̅�𝑥

𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿𝑦𝑦� −𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿�̅�𝑥 − 𝜆𝜆
� = 0. 

⇒ �𝑟𝑟 −
2�̅�𝑥𝑟𝑟
𝐾𝐾

− 𝛽𝛽𝑦𝑦� − 𝜆𝜆� �−𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 �̅�𝑥 − 𝜆𝜆� + 𝛽𝛽2�̅�𝑥𝑦𝑦�𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 = 0. 

⇒ 𝜆𝜆2 − �𝑟𝑟 −
2�̅�𝑥𝑟𝑟
𝐾𝐾

− 𝛽𝛽𝑦𝑦� − 𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 �̅�𝑥� 𝜆𝜆 + 𝛽𝛽2�̅�𝑥𝑦𝑦�𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 + (𝑟𝑟 −
2�̅�𝑥𝑟𝑟
𝐾𝐾

− 

−𝛽𝛽𝑦𝑦�)�−𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 �̅�𝑥� = 0. 

𝐹𝐹�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 − �𝑟𝑟 −
2�̅�𝑥𝑟𝑟
𝐾𝐾

− 𝛽𝛽𝑦𝑦� − 𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 �̅�𝑥� 𝜆𝜆 + 𝛽𝛽2�̅�𝑥𝑦𝑦�𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 + 

+ �𝑟𝑟 − 2𝑥𝑥̅𝑟𝑟
𝐾𝐾
− 𝛽𝛽𝑦𝑦�� �−𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 �̅�𝑥� = 0.                                     (3) 

В точке равновесия  𝐸𝐸3��� = �𝑑𝑑𝑒𝑒
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝛽𝛽
, 𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 − 𝑑𝑑

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 �� (3) имеет вид: 

𝐹𝐹�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 − �𝑟𝑟 −
2𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛽𝛽
𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 −

𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿� − 𝑑𝑑 + 𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿
𝑑𝑑𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿

𝛽𝛽
� + 

+𝛽𝛽2 𝑑𝑑𝑒𝑒
𝛿𝛿𝛿𝛿

𝛽𝛽
𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 −

𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿� 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 + �𝑟𝑟 −
2𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛽𝛽
𝑟𝑟
𝛽𝛽
�1 −

𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�� × 

× �−𝑑𝑑 + +𝛽𝛽𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿
𝑑𝑑𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿

𝛽𝛽
� = 0. 

⇒ 𝜆𝜆2—𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 −
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿𝜆𝜆 + 𝑟𝑟𝑑𝑑𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑟𝑟 −
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑟𝑟 ±

𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 

−
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑟𝑟 = 0. 

𝐹𝐹�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 − �𝑑𝑑𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 − 𝑑𝑑 − 𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 � 𝜆𝜆 + 𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 + �𝑟𝑟𝑑𝑑 − 2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 � 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 = 0.              (4) 

Если 0τ = , то (4) принимает вид: 

𝜆𝜆2 − �−
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�𝜆𝜆 + �𝑟𝑟𝑑𝑑
2

𝛽𝛽𝐾𝐾
� + �𝑟𝑟𝑑𝑑 −

2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
� = 0. 

𝜆𝜆2 +
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝜆𝜆 + 𝑟𝑟𝑑𝑑 −
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
= 0. 

𝜆𝜆1 = −
1
2
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

−
1
2
��

𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�
2

− 4𝑟𝑟𝑑𝑑 �1 −
𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�. 

𝜆𝜆2 = −
1
2
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

+
1
2
��

𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�
2

− 4𝑟𝑟𝑑𝑑 �1 −
𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�. 

Действительная часть собственного значения  𝜆𝜆1 всегда отрицательна, поэтому ус-
тойчивость положения равновесия зависит от другого собственного значения 𝜆𝜆2. Если 
𝛿𝛿 =  0, тогда 𝐸𝐸3��� локально асимптотически устойчиво при𝑑𝑑 < 𝛽𝛽𝐾𝐾 и неустойчиво при 
𝑑𝑑 > 𝛽𝛽𝐾𝐾.  

В случае положительного запаздывания 𝛿𝛿 >  0 , характеристическое уравнение для 
линеаризованного уравнения в окрестности положения равновесия принимает вид: 

𝑃𝑃�(𝜆𝜆) + 𝑄𝑄�(𝜆𝜆)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 = 0,                                                    (5) 
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где 
𝑃𝑃�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 + 𝑠𝑠1𝜆𝜆 + 𝑠𝑠2, 

𝑄𝑄�(𝜆𝜆) = 𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2, 
здесь 

𝑠𝑠1 = 𝑑𝑑 +
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 > 0, 

𝑠𝑠2 =
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 > 0, 

𝑞𝑞1 = −𝑑𝑑 < 0, 

𝑞𝑞2 = 𝑟𝑟𝑑𝑑 −
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
. 

Положим 𝜆𝜆 =  𝑖𝑖𝜔𝜔 – чисто мнимый корень уравнения (5), где 𝜔𝜔 >  0. Заменим 
𝜆𝜆 =  𝑖𝑖𝜔𝜔 в (5): 

𝐹𝐹�(𝑖𝑖𝜔𝜔) = (𝑖𝑖𝜔𝜔)2 − �𝑖𝑖𝜔𝜔� �𝑑𝑑𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑟𝑟 − 𝑑𝑑 −
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿� +
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 + �𝑟𝑟𝑑𝑑 −

2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
� × 

× 𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑟𝑟 = 0. 

⇒ −𝜔𝜔2 − 𝑖𝑖𝜔𝜔𝑑𝑑(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 − 𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿) + 𝑖𝑖𝜔𝜔𝑑𝑑 +
𝑖𝑖𝜔𝜔𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 +
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 + 

+�𝑟𝑟𝑑𝑑 −
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
�𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 − 𝑖𝑖 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿) = 0. 

⇒ �−𝜔𝜔2 −𝜔𝜔𝑑𝑑 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿 +
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 −

2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿� + 

𝑖𝑖 ��−𝜔𝜔𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 + 𝜔𝜔𝑑𝑑 +
𝜔𝜔𝑟𝑟𝑑𝑑
𝐾𝐾𝛽𝛽

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟𝑑𝑑 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿 +
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝐾𝐾𝛽𝛽
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿�� = 0. 

Разделив мнимую и действительную части, получим систему уравнений: 

�𝑟𝑟𝑑𝑑 − 2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 � 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 − 𝜔𝜔𝑑𝑑 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿 = 𝜔𝜔2 − 𝑟𝑟𝑑𝑑 2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿                            (6) 

�𝑟𝑟𝑑𝑑 − 2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 � 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿 + 𝜔𝜔𝑑𝑑 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 = 𝜔𝜔𝑑𝑑 + 𝜔𝜔𝑟𝑟𝑑𝑑

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 .                          (7) 

Возведя в квадрат и сложив (6) и (7),  получим: 

�𝑟𝑟𝑑𝑑 −
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

+ 𝜔𝜔2𝑑𝑑2 = �𝜔𝜔2 −
𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

+ �𝜔𝜔𝑑𝑑 +
𝜔𝜔𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�
2

. 

�𝑟𝑟𝑑𝑑 −
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

+ 𝜔𝜔2𝑑𝑑2 = 𝜔𝜔4 −
2𝜔𝜔2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 +

𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 + 

+𝜔𝜔2 �𝑑𝑑 +
𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�
2

. 

𝜔𝜔4 − �
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 �−𝑑𝑑 +

𝑟𝑟𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�
2

+ 𝑑𝑑2�𝜔𝜔2 +
𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 − �𝑟𝑟𝑑𝑑 −

2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

= 0. 

𝜔𝜔4 − �
2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑑𝑑2 +

2𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 −

𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑑𝑑2�𝜔𝜔2 +

𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 − 

−
𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 −

4𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 = 0. 
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⇒ 𝜔𝜔4 +
𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿𝜔𝜔2 +

2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 −

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 = 0. 

𝜔𝜔2 = −
1𝑟𝑟2𝑑𝑑2

2𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 ∓

1
2
��

𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

− 4�
2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 −

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�. 

−
1𝑟𝑟2𝑑𝑑2

2𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 +

1
2
��

𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

− 4�
2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 −

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿� > 0. 

�
𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

< �
𝑟𝑟2𝑑𝑑2

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�

2

− 4�
2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 −

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�. 

0 < −�
2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 −

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿�. 

2𝑟𝑟2𝑑𝑑3

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 < 𝑟𝑟2𝑑𝑑2 +

3𝑟𝑟2𝑑𝑑4

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 . 

3𝑑𝑑3

𝛽𝛽2𝐾𝐾2 𝑒𝑒
2𝛿𝛿𝛿𝛿 −

2𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 + 1 > 0. 

𝑒𝑒2𝛿𝛿𝛿𝛿 2𝛽𝛽𝐾𝐾
3𝑑𝑑

𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 −
𝛽𝛽2𝐾𝐾2

3𝑑𝑑2 > 0. 

�𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝛽𝛽𝐾𝐾
3𝑑𝑑
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿 �

2
+ �√2𝛽𝛽𝐾𝐾

3𝑑𝑑
�

2
> 0.                                               (8) 

Выражение (8) всегда верно при положительных параметрах, то есть, имеем поло-
жительное 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔0 > 0  такое, что уравнение (5) имеет чисто мнимый корень. Мы также 
можем найти  𝛿𝛿0, соответствующее 𝜔𝜔0. 

Покажем, что выполняется следующее условие трансверсальности: 

�𝑑𝑑(𝑅𝑅𝑒𝑒𝜆𝜆)
𝑑𝑑𝛿𝛿

�
𝛿𝛿=𝛿𝛿0

> 0. 

Это означает, что существует, по крайней мере, одно собственное значение с поло-
жительной действительной частью для 𝛿𝛿 > 𝛿𝛿0. 

При увеличении 𝛿𝛿 >  0, корни (5) могут пересекать мнимую ось только при паре 
ненулевых чисто мнимых корней. Если собственное значение пересекает мнимую ось сле-
ва направо, то устойчивое положение равновесия переходит в бифуркации Хопфа [3], то 
есть в локальные бифуркации, при которых особая точка-фокус теряет устойчивость при 
переходе через мнимую ось пары её комплексно-сопряжённых собственных значений, что 
соответствует условию выше, иначе бифуркаций Хопфа не происходит. 

Рассмотрим уравнение (5), где 𝑃𝑃(𝜆𝜆) и Q(𝜆𝜆) удовлетворяют следующим условиям: 
1) 𝑃𝑃(𝜆𝜆) и Q(𝜆𝜆) не имеют общего мнимого нуля. 
2) 𝑃𝑃(−𝑖𝑖𝜔𝜔) = 𝑃𝑃(𝑖𝑖𝜔𝜔) и 𝑄𝑄(−𝑖𝑖𝜔𝜔) = 𝑄𝑄(𝑖𝑖𝜔𝜔). 
3) 𝑃𝑃(0) + 𝑄𝑄(0) ≠ 0. 
4) В правой полуплоскости есть не более чем конечное число корней уравнения 

(2.5) при 𝛿𝛿 = 𝛿𝛿0. 
5) 𝐹𝐹(𝜔𝜔) = |𝑃𝑃(𝑖𝑖𝜔𝜔)|2 − |𝑄𝑄(𝑖𝑖𝜔𝜔)|2. 
При этих условиях верны следующие утверждения [6]: 
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1. Предположим, что 𝐹𝐹(𝜔𝜔) = 0 не имеет положительных корней. Тогда, если по-
ложение равновесия уравнения (5) устойчиво при 𝛿𝛿 = 0, то устойчивость сохраняется при 
всех 𝛿𝛿 ≥ 0, а если неустойчиво при 𝛿𝛿 = 0, то неустойчивость сохраняется для всех𝛿𝛿 ≥ 0. 

2. Предположим, что уравнение 𝐹𝐹(𝜔𝜔) = 0имеет по крайней мере один положи-
тельный корень. При увеличении 𝛿𝛿 может происходить переключении устойчивости, то 
есть существует положительное значение 𝛿𝛿0 такое, что уравнение (5) неустойчиво при 
всех 𝛿𝛿 > 𝛿𝛿0. При изменении 𝛿𝛿 от 0 до 𝛿𝛿0 может происходить не более чем конечное число 
переключений устойчивости. 

Таким образом, уравнение (5) принимает вид: 
|𝑃𝑃(𝑖𝑖𝜔𝜔0)| = |𝑄𝑄(𝑖𝑖𝜔𝜔0)|. 

Определим направление движения 𝜆𝜆 при различных 𝛿𝛿. Положим: 

𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �
𝑑𝑑(𝑅𝑅𝑒𝑒𝜆𝜆)
𝑑𝑑𝛿𝛿

�
𝜆𝜆=𝜆𝜆0

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �𝑅𝑅𝑒𝑒 �
𝑑𝑑𝜆𝜆
𝑑𝑑𝛿𝛿
�
−1

�
𝜆𝜆=𝑖𝑖𝜔𝜔0

. 

Продифференцировав (5) по𝛿𝛿, получим: 

�(2𝜆𝜆 + 𝑠𝑠1) + 𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿𝑞𝑞1 − 𝛿𝛿𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 (𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2)�
𝑑𝑑𝜆𝜆
𝑑𝑑𝛿𝛿

= 𝜆𝜆(𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 . 

⇒ �
𝑑𝑑𝜆𝜆
𝑑𝑑𝛿𝛿
�
−1

=
(2𝜆𝜆 + 𝑠𝑠1)

𝜆𝜆(𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿
+

𝑞𝑞1𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿

𝜆𝜆(𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿
−
𝛿𝛿
𝜆𝜆

=
(2𝜆𝜆 + 𝑠𝑠1)

𝜆𝜆(𝜆𝜆2 + 𝑠𝑠1𝜆𝜆 + 𝑠𝑠2) + 

+
𝑞𝑞1

𝜆𝜆(𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2) −
𝛿𝛿
𝜆𝜆

. 

𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �𝑅𝑅𝑒𝑒 �
2𝜆𝜆 + 𝑠𝑠1

𝜆𝜆(𝜆𝜆2 + 𝑠𝑠1𝜆𝜆 + 𝑠𝑠2) +
𝑞𝑞1

𝜆𝜆(𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2) −
𝛿𝛿
𝜆𝜆
��
𝜆𝜆=𝑖𝑖𝜔𝜔0

= 

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �𝑅𝑅𝑒𝑒 �
2𝑖𝑖𝜔𝜔0 + 𝑠𝑠1

−𝑖𝑖𝜔𝜔0(𝑖𝑖2𝜔𝜔0
2 + 𝑠𝑠1𝑖𝑖𝜔𝜔0 + 𝑠𝑠2) +

𝑞𝑞1

𝑖𝑖𝜔𝜔0(𝑞𝑞1𝑖𝑖𝜔𝜔0 + 𝑞𝑞2) −
𝛿𝛿
𝜆𝜆
�� = 

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �𝑅𝑅𝑒𝑒 �
(2𝑖𝑖𝜔𝜔0 + 𝑠𝑠1)(𝑠𝑠1𝜔𝜔0

2 − 𝑖𝑖𝜔𝜔0
3 − 𝑖𝑖𝑠𝑠2𝜔𝜔0)

(𝑠𝑠1𝜔𝜔0
2) + (𝜔𝜔0

3 − 𝑠𝑠2𝜔𝜔0)2 +
𝑞𝑞1(−𝑞𝑞1𝜔𝜔0

2 − 𝑞𝑞2𝑖𝑖𝜔𝜔0)
𝑞𝑞1

2𝜔𝜔0
4 + 𝑞𝑞2

2𝜔𝜔0
2 +

𝑖𝑖𝛿𝛿
𝜔𝜔0
�� 

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �
2𝜔𝜔0(𝜔𝜔0

3 − 𝑠𝑠2𝜔𝜔0) + 𝑠𝑠1
2𝜔𝜔0

2

𝑠𝑠1
2𝜔𝜔0

4 + (𝜔𝜔0
3 − 𝑠𝑠2𝜔𝜔0)2 −

𝑞𝑞1
2𝜔𝜔0

2

𝑞𝑞1
2𝜔𝜔0

4 + 𝑞𝑞2
2𝜔𝜔0

2� = 

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �
(𝑞𝑞1

2𝜔𝜔0
6 + 2𝑞𝑞2

2𝜔𝜔0
2(𝜔𝜔0

2 − 𝑠𝑠2) + 𝜔𝜔0
2(𝑠𝑠1

2𝑞𝑞2
2 − 𝑠𝑠2

2𝑞𝑞1
2)

(𝜔𝜔0
4𝑠𝑠1

2 + (𝜔𝜔0
3 − 𝑠𝑠2𝜔𝜔0)2)(𝑞𝑞1

2𝜔𝜔0
4 + 𝑞𝑞2

2𝜔𝜔0
2)

�. 

Таким образом, собственные значения всегда пересекают мнимую ось при сле-
дующих условиях: 

𝜔𝜔0
2 >

𝑟𝑟𝑑𝑑2

𝛽𝛽𝐾𝐾
𝑒𝑒𝛿𝛿𝛿𝛿и𝑟𝑟2 �1 −

2𝑑𝑑
𝛽𝛽𝐾𝐾

�
2

> 𝑑𝑑2. 

То есть, при 𝛿𝛿<𝛿𝛿0 наблюдается локальная асимптотическая устойчивость положе-
ния равновесия, при 𝛿𝛿 = 𝛿𝛿0 происходит потеря устойчивости, и имеют место бифуркации 
Хопфа. 

Численное исследование влияния запаздывания в модели с логистической 
функцией роста жертв 

Проведем численное исследование системы (1) при следующих параметрах: r = 20, 
𝛽𝛽 = 3, 𝛿𝛿 = 1, d = 15, K = 25, которые были подобраны, опираясь на качественное иссле-
дование выше так, чтобы положение равновесия в модели без запаздывания было устой-
чивым. 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑑𝑑𝑥𝑥(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑡𝑡
= 20𝑥𝑥(𝑡𝑡) �1 −

𝑥𝑥(𝑡𝑡)
25

� − 3𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑦𝑦(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

= 3𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿𝑥𝑥(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)𝑦𝑦(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿) − 15𝑦𝑦(𝑡𝑡).

� 

Модель (1) имеет три положения равновесия: 𝐸𝐸1��� = (0,0) – тривиальное решение, 

𝐸𝐸2��� = (25,0) и 𝐸𝐸3��� = �15𝑒𝑒𝛿𝛿

3
, 20

3
�1 − 15

3∗25
𝑒𝑒𝛿𝛿�� = (5𝑒𝑒𝛿𝛿 , 6.67(1 –  0.2𝑒𝑒𝛿𝛿)), имеющее биологиче-

ский смысл при 20
3
�1 − 15

3∗25
𝑒𝑒𝛿𝛿� > 0, то есть при 𝛿𝛿 < 𝑙𝑙𝐿𝐿(5) ≈ 1,6.   

Линеаризованная система (1) в окрестности положения равновесия 𝐸𝐸3���имеет вид: 

�𝑠𝑠�1̇
𝑠𝑠�̇2
� = �−4𝑒𝑒𝛿𝛿 −15𝑒𝑒𝛿𝛿

0 −15 � �
𝑠𝑠�1(𝑡𝑡)
𝑠𝑠�2(𝑡𝑡)� + � 0 0

−4 + 20𝑒𝑒−𝛿𝛿 15� �
𝑠𝑠�1(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)
𝑠𝑠�2(𝑡𝑡 − 𝛿𝛿)�.   (9) 

Соответствующее характеристическое уравнение:  

𝑑𝑑𝑒𝑒𝑡𝑡 � −4𝑒𝑒𝛿𝛿 − 𝜆𝜆 −15𝑒𝑒𝛿𝛿
(−4 + 20𝑒𝑒−𝛿𝛿)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 −15 + 15𝑒𝑒−𝜆𝜆𝑟𝑟 − 𝜆𝜆� = 0. 

𝐹𝐹�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 − (15𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 − 15 − 4𝑒𝑒𝛿𝛿)𝜆𝜆 + 60𝑒𝑒𝛿𝛿 + (300 − 120𝑒𝑒𝛿𝛿)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 = 0. (10) 
Если 0τ = , то (10) принимает вид: 

𝜆𝜆2 + 4𝜆𝜆 + 240 = 0. 
𝜆𝜆1,2 = −2 ± 2𝑖𝑖√59. 

Действительные части корней характеристического уравнения отрицательны, сле-
довательно, положение равновесия локально асимптотически устойчиво. Ниже представ-
лены результаты численного моделирования системы (1) при выбранных параметрах в па-
кете программ Matlab 7. 

 
Рис. 1. Графики для модели без запаздывания 

 
В случае положительного запаздывания 𝛿𝛿 >  0 , характеристическое уравнение для 

линеаризованного уравнения в окрестности положения равновесия принимает вид: 
𝑃𝑃�(𝜆𝜆) + 𝑄𝑄�(𝜆𝜆)𝑒𝑒−𝜆𝜆𝛿𝛿 = 0,                                             (11) 

где 𝑃𝑃�(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆2 + 𝑠𝑠1𝜆𝜆 + 𝑠𝑠2,𝑄𝑄�(𝜆𝜆) = 𝑞𝑞1𝜆𝜆 + 𝑞𝑞2, 𝑠𝑠1 = 15 + 4𝑒𝑒𝛿𝛿 ,𝑠𝑠2 = 60𝑒𝑒𝛿𝛿 , 𝑞𝑞1 = −15, 𝑞𝑞2 = 180. 
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Положим 𝜆𝜆 =  𝑖𝑖𝜔𝜔 – чисто мнимый корень уравнения (11), где 𝜔𝜔 >  0. Заменим 
𝜆𝜆 =  𝑖𝑖𝜔𝜔 в (11): 

𝐹𝐹�(𝑖𝑖𝜔𝜔) = (𝑖𝑖𝜔𝜔)2 − (15𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝛿𝛿 − 15 − 4𝑒𝑒𝛿𝛿)𝑖𝑖𝜔𝜔 + 60𝑒𝑒𝛿𝛿 + (300 − 120𝑒𝑒𝛿𝛿)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝛿𝛿 . 
⇒ (−𝜔𝜔2 − 15𝜔𝜔 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿 + 60𝑒𝑒𝛿𝛿 + 300 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 −120𝑒𝑒𝛿𝛿 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿) + 
𝑖𝑖( �−15𝜔𝜔 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝛿𝛿 + 15𝜔𝜔 + 4𝜔𝜔𝑒𝑒𝛿𝛿 − 300 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿 + 120𝑒𝑒𝛿𝛿 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿) � = 0. 

Разделив мнимую и действительную части, получим систему уравнений: 
(300 − 120𝑒𝑒𝛿𝛿) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠 𝜔𝜔𝛿𝛿 − 15𝜔𝜔 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿 𝜔𝜔𝛿𝛿 = 𝜔𝜔2 − 60𝑒𝑒𝛿𝛿           (12) 
(300 − 120𝑒𝑒𝛿𝛿) 𝑠𝑠𝑖𝑖𝐿𝐿𝜔𝜔𝛿𝛿 + 15𝜔𝜔 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝛿𝛿 = 15𝜔𝜔 + 4𝜔𝜔𝑒𝑒𝛿𝛿 .       (13) 

Возведя в квадрат и сложив (12) и (13), мы получим: 
𝜔𝜔4 + 16𝑒𝑒2𝛿𝛿𝜔𝜔2 + 72000𝑒𝑒𝛿𝛿 − 90000 − 10800𝑒𝑒2𝛿𝛿 = 0. 

𝜔𝜔2 = −8𝑒𝑒2𝛿𝛿 ∓
1
2
�256𝑒𝑒4𝛿𝛿 − 4(72000𝑒𝑒𝛿𝛿 − 90000 − 10800𝑒𝑒2𝛿𝛿). 

Мы имеем положительное 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔0такое, что уравнение (11) имеет чисто мнимый 
корень. Мы также можем с помощью численного моделирования найти  𝛿𝛿0 соответствую-
щее 𝜔𝜔0, так как качественно это сделать не представляется возможным. Для нашего при-
мера 𝜔𝜔0 = 156.017, а 𝛿𝛿0 = 0.035. 

Теперь покажем, что 

�
𝑑𝑑(𝑅𝑅𝑒𝑒𝜆𝜆)
𝑑𝑑𝛿𝛿

�
𝛿𝛿=𝛿𝛿0

> 0. 

𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �
𝑑𝑑(𝑅𝑅𝑒𝑒𝜆𝜆)
𝑑𝑑𝛿𝛿

�
𝜆𝜆=𝜆𝜆0

= 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �𝑅𝑅𝑒𝑒 �
𝑑𝑑𝜆𝜆
𝑑𝑑𝛿𝛿
�
−1

�
𝜆𝜆=𝑖𝑖𝜔𝜔0

. 

𝜃𝜃 =  𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐿𝐿 �
(225𝜔𝜔0

6 + 64800𝜔𝜔0
2(𝜔𝜔0

2 − 60𝑒𝑒𝛿𝛿) + 𝜔𝜔0
2(32400(4𝑒𝑒𝛿𝛿 + 15)2 − 810000𝑒𝑒2𝛿𝛿)

(𝜔𝜔0
4(4𝑒𝑒𝛿𝛿 + 15)2 + (𝜔𝜔0

3 − 60𝑒𝑒𝛿𝛿𝜔𝜔0)2)(225𝜔𝜔0
4 + 32400𝜔𝜔0

2)
�. 

При наших параметрах и 𝛿𝛿 < 0.55 получаем, что 𝜃𝜃 > 0, то есть собственное значе-
ние пересекает мнимую ось слева направо и  бифуркации Хопфа выполняются. При 𝛿𝛿<𝛿𝛿0 
наблюдается локальная асимптотическая устойчивость положения равновесия, при 𝛿𝛿 = 𝛿𝛿0 
происходит потеря устойчивости, и происходят бифуркации Хопфа. Построим графики 
при различных 𝛿𝛿 и начальных условиях (10; 25). 

 

 
Рис. 2. Фазовые портреты модели при различных значениях запаздывания 𝛿𝛿 
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Рис. 3. Зависимость числа жертв от времени при различных значениях запаздывания 𝛿𝛿 

 

 
Рис. 4. Зависимость числа хищников от времени при различных значениях запаздывания 𝛿𝛿 
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THE EFFECT OF THE DELAY ON THE STABILITY  
OF THE "PREDATOR – PREY" DYNAMIC MODEL 

Yurieva O.D., Porvatova A.A. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. The dynamic model of the "Predator – Prey" with the logistic growth function 
of the victims and delay between the capture of the victim and its transition into the pre-
dators’ biomass is considered in the paper. Index 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝛿𝛿 is introduced to describe the sys-
tem, taking into account the interaction of predators with the victims who died, but first 
gave offspring or grew upover the τ time period. It is shown that thedelayed time can be 
the cause of the transition from a stable equilibrium position to unstable one and may give 
rise to a bifurcation. 
Keywords: "Predator – Prey" system, delay, bifurcation. 
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ФОРМИРОВАНИЕ СТРУКТУРЫ ДАННЫХ ДЛЯ ПРОИЗВОДСТВА  
КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ В САПР ТП ТЕМП 

Абулгазина А.П., Ефременков И.В. 

Ульяновский государственный университет 

 
Аннотация. Статья посвящена формированию структуры данных для производства 
композиционных материалов в САПР ТП ТеМП. Рассмотрены особенности техно-
логических процессов (ТП) в производстве композиционного материала (ПКМ). 
Проведен обзор и анализ систем для проектирования ТП. Проанализированы 
структуры и типы хранения данных, используемые в САПР ТП ТеМП для произ-
водства КМ. Рассмотрены процесс ПКМ на предприятии АО «Авиастар-СП», виды 
и структура электронного ТП. 
Ключевые слова: САПР ТП ТеМП, производство композиционных материалов, 
технологический процесс, формирование структуры данных. 

 

Введение 
Система автоматизированного проектирования – автоматизированная система, реа-

лизующая информационную технологию выполнения функций проектирования, пред-
ставляет собой организационно-техническую систему, предназначенную для автоматиза-
ции процесса проектирования, состоящую из персонала и комплекса технических, про-
граммных и других средств автоматизации его деятельности. Также для обозначения по-
добных систем широко используется аббревиатура САПР. 

В рамках жизненного цикла промышленных изделий САПР решает задачи автома-
тизации работ на стадиях проектирования и подготовки производства. 

Основная цель создания САПР – повышение эффективности труда инженеров, 
включая: 

• сокращения трудоёмкости проектирования и планирования; 
• сокращения сроков проектирования; 
• сокращения себестоимости проектирования и изготовления, уменьшение за-

трат на эксплуатацию; 
• повышения качества и технико-экономического уровня результатов проекти-

рования; 
• сокращения затрат на натурное моделирование и испытания. 
Достижение этих целей обеспечивается путём: 
• автоматизации оформления документации; 
• информационной поддержки и автоматизации процесса принятия решений; 
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• использования технологий параллельного проектирования; 
• унификации проектных решений и процессов проектирования; 
• повторного использования проектных решений, данных и наработок; 
• стратегического проектирования; 
• замены натурных испытаний и макетирования математическим моделированием; 
• повышения качества управления проектированием; 
• применения методов вариантного проектирования и оптимизации. 
Этих целей можно достичь с помощью программно-методического комплекса 

ТЕМП. Идеология системы имеет опыт 20-летнего внедрения на десятках предприятий 
России в качестве системы автоматизированного технологического проектирования. Сис-
тема ТЕМП позволяет в высокой степени автоматизации проектировать комплект техно-
логической документации и параллельно готовить любой подробности и любого формата 
данные для смежных (подготовка программ с ЧПУ) и внешних систем: MES-системы, 
системы управления предприятием и т.д.  

Система построена на основе принципов универсальности и открытости и в корот-
кие сроки адаптируется к различным специализациям технологического проектирования: 
механообработка, штамповка, сборка-сварка, нанесение лакокрасочных покрытий и т.д. 

Одним из результатов работы системы, используемых в масштабах предприятия, 
является база данных технологических маршрутов. 

Структура данных для производства КМ в САПР ТП ТеМП 
Композитные материалы представляют собой металлические и неметаллические 

матрицы (основы) с заданным распределением в них упрочнителей (волокон, дисперсных 
частиц и др.); при этом композитные материалы позволяют эффективно использовать ин-
дивидуальные свойства составляющих композиции. По характеру структуры композитные 
материалы подразделяются на волокнистые, упрочнённые непрерывными волокнами и 
нитевидными кристаллами, дисперсноупрочнённые композиционные материалы, полу-
ченные путём введения в металлическую матрицу дисперсных частиц упрочнителей, 
слоистые композитные материалы, созданные путем прессования или прокатки разнород-
ных материалов. Сплавы с направленной кристаллизацией эвтектических структур также 
представляют собой композитные материалы. Комбинируя объемное содержание компо-
нентов, можно, в зависимости от назначения, получать композитные материалы с требуе-
мыми значениями прочности, жаропрочности, модуля упругости, абразивной стойкости, а 
также создавать композитные материалы с необходимыми магнитными, диэлектрически-
ми, радиопоглощающими и другими специальными свойствами. Композитные материалы 
своим прообразом имеют широко известный железобетон, представляющий собой сочета-
ние бетона, работающего на сжатие, и стальной арматуры, работающей на растяжение.  

В результате проведенного анализа систем для проектирования ТП были определе-
ны функции автоматизированных систем управления (АСУ). Проанализированы структу-
ры и типы хранения данных, используемые в САПР ТП ТеМП для производства КМ.  

Функции АСУ устанавливают в техническом задании на создание конкретной АСУ 
на основе анализа целей управления, заданных ресурсов для их достижения, ожидаемого 
эффекта от автоматизации и в соответствии со стандартами, распространяющимися на 
данный вид АСУ. Каждая функция АСУ реализуется совокупностью комплексов задач, 
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отдельных задач и операций. Функции АСУ в общем случае включают в себя следующие 
элементы (действия): 

• планирование и прогнозирование; 
• учет, контроль, анализ; 
• координацию и регулирование. 
Необходимый состав элементов выбирают в зависимости от вида конкретной АСУ. 

Функции АСУ можно объединять в подсистемы по функциональному и другим признакам. 
Виды АСУ подразделяются на: 
• Автоматизированная система управления технологическим процессом или 

АСУ ТП – решает задачи оперативного управления и контроля техническими объектами в 
промышленности, энергетике, на транспорте. 

• Автоматизированная система управления производством (АСУ П) – решает за-
дачи организации производства, включая основные производственные процессы, входя-
щую и исходящую логистику. Осуществляет краткосрочное планирование выпуска с учё-
том производственных мощностей, анализ качества продукции, моделирование производ-
ственного процесса. Для решения этих задач применяются MIS и MES-системы, а также 
LIMS-системы. 

Зная процесс производства КМ и структуру хранения данных САПР ТП ТеМП, 
формируется структура данных для производства КМ на АО «Авиастар-СП» в САПР ТП 
ТеМП. 

Структура данных ТП ПКМ  
В структуру данных по ПКМ в ТеМПе включаются важные этапы технологическо-

го процесса производства, начиная от входного контроля материалов, заканчивая контро-
лем готового изделия.  

Основные операции ТП в структуре данных ТеМПа являются: подготовка к произ-
водству, выкладка препрега, формование выкладки и контроль готового изделия. Каждая 
основная операция содержит в себе подоперации, в которые включаются вспомогательные 
действия по работе с КМ. Для каждой подоперации задаются описания, содержащие в се-
бе информацию о необходимых операциях с требуемым оборудованием, о поступаемых 
на основную операцию материал и вспомогательные приспособления (инструмент, обору-
дование и оснастка). 

 

 
Рис. 1 Общий вид сформированной структуры данных в САПР ТП ТеМП 
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На основе сформированной структуры данных (рис. 1), имеется возможность полу-
чить полный цикл выполняемых работ от выдачи материала со склада до изготовления 
конечного изделия. 
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Abstract. The article is devoted to the formation of a data structure for the production of 
composite materials in the CAD TP TeMP. We consider the features of technological 
processes (TP) in the production of composite-insulating material (KM). The reviewing 
and analysis of the systems for the project TP have been carried out. The structures and 
the types of data storage used in the CAD TP TeMP for KM production have been ana-
lyzed. The process of KM production of the company AO "Aviastar-SP", the species and 
the electronic structure of the TP have been considered. 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ОБЪЕКТОВ,  
ИМЕЮЩИХ РАЗЛИЧНОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ ОПИСАНИЕ,  

В РЕЛЯЦИОННЫХ БАЗАХ ДАННЫХ 

Кулаков В.Л. 

Институт авиационных технологий и управления 
 

Аннотация. В статье рассмотрена возможность представления однородных объектов, 
имеющих различное информационное описание в реляционных базах данных, то есть 
ситуация, когда имеется достаточно большое, возможно очень большое множество 
атрибутов (характеристик) и конкретный объект характеризуется только частью ат-
рибутов из этого множества, причём некоторые атрибуты, характерные для данного 
объекта, могут быть представлены списком.  Основным недостатком реляционных 
баз данных считается невозможность или излишняя сложность при работе с данными 
достаточно сложной и разнообразной структуры. Однако, если ввести таблицы опи-
сания структуры информации по каждому объекту (таблицы-дескрипторы), то опи-
сание и использование в таблицах реляционных баз данных только той информации, 
которая соответствует каждому конкретному объекту оказывается удобным и ком-
пактным. Это показано на примере описания части семантики слов с помощью аппа-
рата стандартных лексических функций. Современные программные средства под-
держки баз данных позволяют контролировать соответствие между вводом (удалени-
ем) информации собственно в таблицу и в дескриптор.  
Ключевые слова: базы данных реляционные, описание данных структурное, табли-
ца-дескриптор, семантика слова, функция лексическая. 
 
Введение 
Во многих прикладных задачах необходима обработка однородных объектов тре-

бующих различного информационного описания, например, при создании (и ведении) 
электронных карточек пациентов поликлиники, создание и ведение базы данных музей-
ных экспонатов, описании  характеристик, снаряжения и вооружения кораблей военной 
группировки. При этом на данную информацию опирается много различных задач. 

В процессе разработки программного обеспечения задачи формальной оценки ка-
чества изложения текста [1] потребовалась база данных, описывающих семантику значе-
ний (дефиниций) слов. При этом пришлось столкнуться с этой же проблемой.  

Решение, которое предлагается в данной статье очень простое и универсальное, 
однако для лучшего понимания и проблемы и решения всё же лучше взять конкретную 
задачу. 

Основная часть 
Среди баз данных до настоящего времени наиболее простыми надёжными и в то же 

время достаточно мощными являются реляционные. Их основным недостатком считается 
невозможность или излишняя сложность работы с данными достаточно сложной и разно-
образной структуры. Однако, во многих случаях, табличный способ представления ин-
формации является как технологически наиболее удобным, так и наиболее наглядным, а в 
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сложных случаях, часто, надо просто иметь возможность достаточно эффективно комби-
нировать таблицами. Пример такого подхода и описан в данной статье.  

Этот подход заключается в использовании таблиц-дескрипторов как способа опи-
сания и использования однородных данных с разной структурой.  

Для решения нашей задачи взяты в качестве исходной позиции некоторые моменты 
теории «Смысл <=>Текст» [2]. В этой теории важную роль играет так называемый «Тол-
ково-комбинаторный словарь», состоящий из статей, а часть любой статьи составляет на-
бор значений лексических функций. Организация описания этих значений является пред-
метом нашего рассмотрения. 

Среди лексических функций (в дальнейшем – ЛФ) мы будем далее различать стан-
дартные и нестандартные ЛФ. Для уяснения нашего вопроса мы не будем рассматривать 
нестандартные ЛФ, а просто «пройдёмся» по перечню стандартных. 

Syn(синоним) и три  варианта квазисинонимов «шире по смыслу», «уже по смыс-
лу» и «пересекаются по смыслу», по всей видимости, имеет смысл для любого слова (од-
нако иногда составителям словаря синоним слова просто не известен). 

Conv(«конверсив: слово, которое называет то же самое отношение, что и ключевое 
слово С0, но взятое «в ином направлении», т.е. с перестановкой тех же актантов («смысло-
вых» компонентов. – В.К.) на другие места [2]), имеет смысл только для слов, обозначаю-
щих  отношения и может иметь несколько вариантов: «Нижние индексы при символе 
Conv указывают тип … Conv21 означает перестановку первого и второго актантов, 
Conv312 – превращение третьего актанта в первый, первого во второй, а второго в третий и 
т.д.»[2]. 

В этом месте, по всей видимости, необходимы некоторые пояснения. Во-первых, 
классическим примером конверсива или конверсивов в ситуации «продажа» будут слова 
«купить» и «продать»: «Х купил у YZ» и «Yпродал Х-су Z». Проще: по смыслу конверси-
вами будут слова «учить» и «учиться»; по всей видимости в русском языке простейшим 
способом образования конверсива является форма страдательного (пассивного) залога. 

Во-вторых, интересным в данном случае является вопрос об индексации: может ли 
одно и то же слово (значение слова) порождать (для одной и той же ситуации) различные 
конверсивы, в зависимости от перестановки актантов. Поскольку целью нашей работы в 
данный момент является разработка структуры представления информации (проще гово-
ря, таблиц), то данный вопрос является существенным.  

Если предположить, что у нас могут быть ситуации, описываемые четырьмя актан-
тами, а количество перестановок четырёх элементов (4!) равно 24, то, учитывая все воз-
можные перестановки, мы должны создать 24 таблицы. 

Однако, поскольку мы не знаем ни одного примера такого рода, в данном конкрет-
ном случае, мы будем считать что для одного С0 возможен только один конверсив и он не 
зависит от места в описании ситуации. 

С другой стороны, если вдруг пример такого рода обнаружится, может быть всё же 
не стоит создавать много таблиц, а в нашей таблице конверсивов ввести ещё один стол-
бец, в котором указывать соответствующие индексы. Если исходить из гипотезы, что та-
ких случаев не может быть очень много, то этот вариант – дополнения единственной таб-
лицы новым столбцом представляется достаточно разумным. 
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Теперь заметим, что обе функции (Syn и Conv) не однозначны и в прямом смысле, 
например, синонимом к слову «лингвистика» могут быть и «языкознание» и «языковеде-
ние», а конверсивом к слову «бояться» «страшить» и «пугать». 

Так как синонимов к одному слову может быть несколько, то, если описывать сло-
во, нужно указать соответствующий список. Чтобы не нарушать один из основных прин-
ципов реляционных баз данных – атомарность значения, надо создать таблицу синонимов. 
Очевидно, что так надо поступить в отношении большинства лексических функций. Более 
того, мы рассматриваем не слова, а дефиниции  слов и список синонимов у каждой дефи-
ниции свой: каждой дефиниции каждого слова надо присвоить идентификатор – внешний 
ключ для всех таблиц лексических функций. В таблицы дескрипторов мы просто указыва-
ем: есть хотя бы одна соответствующая запись в таблице синонимов (каждой из таблиц 
квазисинонимов) или нет. Ещё раз повторим: с конверсией более интересно. Тут могут 
быть двух, трёх и четырёх актантные отношения, следовательно, у нас могут быть одно, 
двух или трёхэлементные строки конверсивов, соответствующих одному слову, то есть, 
для конверсивов с целью экономии памяти, желательно сделать три отдельных таблицы и 
в дескрипторе соответствующим образом указывать, к какому из них обращаться. 

Третья лексическая функция Anti – антоним: понятно, что антонимы есть не у всех 
слов. То есть значение этой функции может либо быть, либо отсутствовать. 

По поводу этой функции сделаем одно замечание: пример «купить – продать», ко-
торый мы привели в качестве конверсивов, можно использовать и как пример антонимов. 
То есть возникает вопрос, нет ли у этих функций чего-то общего. Однако, учитывая, что 
конверсивы описывают одно действие, но в разных направлениях, а антонимы (если гово-
рить о действиях) обычно разные (строить – разрушать; ползать – летать), то можно счи-
тать, что множества конверсивов и антонимов просто имеют небольшое (в какой-то мере – 
случайное) пересечение.   

«4. Der – синтаксический дериват: слово совпадающее с С0 по смыслу, но принад-
лежащее к другой части речи. Поскольку мы различаем четыре основных части речи:  
S – существительное, А – прилагательное, Adv – наречие и V – глагол, имеется четыре ви-
да дериватов: S0,A0, Adv0 и V0 . 

Естественно, что каждый из указанных здесь дериватов может быть образован 
лишь от слова не «своей» части речи, т.е. S0 – не от существительных [преобразование 
Х=>S0(X) есть номинация], А0 – не от прилагательных [Х=>S0(X) – адъективация] и т.п.» 
[2]. Таким образом, дескриптор этой функции – строка из 4 бит, которая имеет, по край-
ней мере, один нуль. 

«5. Gener – название такого понятия, родового по отношению к понятию, обозна-
ченному ключевым словом С0, что в данном языке возможно либо сочетание вида 
Gener(С0) →5 δ(С0), синонимическое с С0, либо (если С0 существительное) сочетание ви-
да С0, С1, …, Сn и другие <прочие>Gener(С0). Здесь δ обозначает некоторый синтаксиче-
ский дериват от С0 (может быть «нулевой»)» [2]. 

В дескрипторе этой функции отведём строку из двух битов. 
«Для всех дальнейших построений исключительно важным является понятие си-

туации (stateofaffairs). … С формальной точки зрения понятие ситуации должно считаться 
неопределяемым; тем не менее, будут уместными следующие содержательные пояснения. 
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Под ситуацией понимается определённое лексическое отражение (в данном языке) 
некоторого «куска» действительности. Каждая ситуация идентифицируется своим ключе-
вым словом С0; вообще говоря, одна и та же ситуация может обозначаться разными клю-
чевыми словами, которые в таком случае являются либо синонимами, либо конверсивами, 
либо синтаксическими деривантами друг друга. 

Далеко не всякое слово однозначно определяет ситуацию. Ситуации полностью 
определяются лишь именами действий, процессов, состояний и т.п., т.е. глаголами, а так-
же «абстрактными» (обычно отглагольными или отадъективными) существительны-
ми.Имена сущностей (предметов, лиц и т.д.) – предметные, вещественные и т.п. сущест-
вительные, как правило, сами по себе ситуацию не задают, а для обозначения ситуации, 
связанной с такими существительными, должно использоваться словосочетание или 
сложное слово. Так, слово кровь связано со следующими разными ситуациями: 
'кровообращение', 'кровотечение', 'пачканье кровью', 'анализ крови', 'переливание крови', 
'кровопускание', 'донорство' и, возможно, с рядом других. 

Ситуации, обозначаемые отдельными лексическими единицами естественных язы-
ков, имеют, как правило, от одного до четырёх «смысловых» компонентов, или семанти-
ческих актантов* (обозначаемых заглавными латинскими буквами A, B, C, Dили X, Y, Z, 
W). Так ситуация 'спать' может быть обозначена ключевыми словами спать или 
сон[S0(спать) = сон, V0(сон) = спать]; это одноактантная ситуация: А – тот, кто спит. 

Пример четырёхактантной ситуации – 'продажа' (продажа/продавать): А – про-
дающий, В – товар, С – покупатель, D – цена товара, т.е.  

Иван продаёт Перу лыжи за 10 рублей. 
Возможны ситуации, вообще не имеющие семантических актантов: 'дождь', 

'морозит'. 
Вопрос о рассмотрении ситуаций с большим числом семантических актантов оста-

ётся открытым. … Прочем, лексемы, обозначающие пяти- и даже шестиактантные ситуа-
ции, встречаются, ср. арендовать и командировать (пример Ю.Д. Апресяна): …А – кто,  
В – кого, С – куда, Б – откуда, Е – на какой срок и Р – с какой целью (Дирекция команди-
ровала Бориса из Москвы в Воркуту на 6 месяцев для обмена опытом)» [2]. 

Итак, можно создать таблицу дескрипторов, которая имеет следующую структуру 
и описывает пять первых стандартных лексических функций и признак (определяет слово 
ситуацию или нет). 

Таблица 1  
Структура таблицы для первых пяти лексических функций (ДЛФ1_5) 

Функция Syn Conv Anti Der Gener Сит 
Столбец Syn Synш Synу Synп   S0 A0 Adv0 V0 δ Сп  
Тип 
или 
домен 

бит бит бит бит целое бит бит бит бит бит бит бит целое 

 
Следующая таблица (вернее таблицы) дескрипторов относятся только к «словам-

ситуациям», каждая из которых имеет столько столбцов (актантов), сколько указано в по-
ле «сит» (плюс столбец с ключевым словом) (таких таблиц мы создадим 6, но если вы-
явятся слова-ситуации с большим количеством актантов, то можно без проблем добавить 
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и такие таблицы. Назовём эти таблицы-дескрипторы ДАКn, где n – количество актантов в 
ситуации. 

«6. Si (I – 1, 2, 3, 4) – типовое название i-го актанта. В тексте обозначения конкрет-
ных актантов выступают – при глаголе-сказуемом, называющем ситуацию, – в роли под-
лежащего и сильных дополнений: Иван, Пётр, лыжи и 10 рублей суть обозначения кон-
кретных актантов глагола продаёт во фразе, приведённой выше. ЛФ S1 – это типовое (т.е. 
даваемое по роли в ситуации) название первого актанта, в нашем примере с продажей 
лыж – продавец. Если С0 – «активное» обозначение ситуации, то S1(С0) обычно соответст-
вует семантическому агенту (каузатору, имеющему определённую цель);  тем самым мно-
гие S1 суть nominaagentis/auctoris. 

Соответственно S2, S3 и S4 – это типовые названия второго, третьего и четвёртого 
актантов ; в уже упоминавшемся примере – покупатель, товар и цена. В тех случаях, ко-
гда Si(C0) имеет несклееное выражение, оно соединяется с С0 отношением 2: Si →C0. Если 
С0 – существительное, то запись  Si(C0) является сокращением для Si(Oper1(C0))» [2]. По-
скольку, даже приведённые в [2] примеры указывают на многовариантность значений, то 
и в данном случае для значения каждой функции надо создать свою таблицу. Причём в 
таблицу собрать значения соответствующей функции (актанта), независимо от того сколь-
ко актантов в ситуации описываемой данным значением слова.  

«7. Sc – типовое название второстепенных компонентов ситуации – сирконстантов 
(Л. Теьер) , таких, как место, инструмент, способ действия и т.п.   (Sc →2 C0) … 

В тех случаях, когда некоторое Sс имеет в качестве ключевого слова С0 глагол, 
причём выражение этого Sс оказывается несклееным , вместо самого С0 при Scобычно вы-
ступает синтаксический дериват С0, как правило – S0. Это значит, что выражение арена 
борьбы должно записываться как Sloc(бороться) →2 S0(бороться) и т.п. 

Sloc – типовое название места осуществления данной ситуации (= 'то, где…')… 
Sinstr – типовое название инструмента, используемого в данной ситуации (= 'то, чем/ 

посредством чего…')… 
Smod – типовое название способа (манеры, характера) осуществления данной ситуа-

ции (= 'то, как…')… 
Sres – типовое название результата данной ситуации (= 'то, что получается…' Апре-

сян 1971)… 
Будет, возможно, нелишним подчеркнуть, что Sloc, Sinstr, Smod и Sres с одной стороны 

и S0, S1, S2 иS3 с другой часто совпадают друг с другом, ср. мойка – S0 и 
Sresотмыть,зажигание = S0 и Sinstr, смазка = S0 и S3, требование = S0 и S2 и т.п.» [2]. 

То есть, следующие четыре поля – это сирконстанты Sloc, Sinstr, Smod и Sres. 
Далее «Соотносительные лексические функции Sing (лат. singulum 'отдельный'; 

«единичность») - типовое название одной «штуки», одного «кванта» некоторого С0 – и 
Mult (лат.multum 'множество'; «множественность») – типовое название совокупности 
множества С0(Sign →2 C0, Mult →2 C0)» [2]. 

Эта функция, в общем-то, никак не связана с ситуацией и поэтому добавляем в таб-
лицу ДЛФ1_5 ещё два битовых столбца. 
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Далее. «9. Figur «фигуральное обозначение») – принятая метафора для С0 (Figur 
→C0). Figur часто употребляется в сочетании с Magn (см. ниже, стр 89, №13)». Аналогич-
но предыдущему – добавляем поле в таблицу ДЛФ1_5. 

То же самое относится к следующей функции. 
«Centr («центр», «разгар») – типовое обозначение «центральной» части предмета 

или процесса (Сentr →2 C0) … 
Centr обычен в сочетании с Locin (см. ниже, стр 91, № 17) Locin – Centr(город) = в 

центре [города], LocinCentr(блаженство) = на верху [блаженства], LocinCentr(дорога) = 
посреди [дороги], LocinCentr(возраст) = //  во цвете лет], LocinCentr(движение1) = на пол-
ном ходу. (LocinCentr – ещё один пример сложной ЛФ; ср. выше, стр. 80)» [2]. 

Идём далее: «11. Аi (i=1, …, 4) – типовое определение i-го актанта по его реальной 
роли в ситуации («такой, который…», «такой, которого…»; (Аi →2 C0) …» [2]. Возвра-
щаемся к таблицам  ДАКn – это следующие n столбцов. 

«12. Аblei (лат. habilis'способный';i=1, …, 4) – типовое определение i-го актанта по 
его потенциальной роли в ситуации («такой, который…», «такой, который может…»; «та-
кой, которого можно…»; (Аblei →2 C0). 

Аblei следует отличать от близких к ним по смыслу названий таких свойств, кото-
рые в нормальных условиях обычно (но не обязательно) влекут Аbleiср. удивлять – уди-
вительный (=Аblei) – необычный: необычное, как правило, удивительно, хотя и не всегда, 
но с большой вероятностью; обратное же неверно. Такие слова, как необычный по отно-
шению к удивлять, получают специальное обозначение Quali(от лат. qualitas'качество'» 
[2]. Продолжаем формировать таблицы ДАКn. 

«13. Magn0 и Magni (лат. magnus'большой';i=1, …, 4) – обозначение 'высокой 
степени', 'интенсивности', 'очень' самой ситуации (Magn0) или её i-го актанта (Magn: Magn
←5 С0)… 

К параметру Magn примыкают параметры Plus ('более') и Minus ('менее'), не имею-
щие самостоятельных реализаций, а выступающих исключительно в составе сложных па-
раметров (см. стр. 80), например CausPredPlusMagn0(скорость) = увеличивать, повышать 
или CausPredPlMinusMagn0(скорость) = уменьшать, понижать, сбрасывать, сбавлять  
[о Caus и Pred см. ниже, стр. 95, № 22, и стр. 92» [2]. 

Продолжаем формировать таблицы ДАКn. После чего возвращаемся к таблице 
ДЛФ1_5: 

«14. Ver (лат. verus'истинный') – 'правильный', 'соответствующий назначению', 
'какой следует' (Ver ←5 С0)»[2] и «15. Bon (лат. verus'хороший') –' хороший ' (Bon ←5  
С0)… По аналогии с Magn: Plus – Minus для параметров Bon напрашиваются родственные 
параметры Melior (=PlusBon) и Pejor (=MinusBon); они могут быть использованы сходным 
образом в составе сложных параметров: IncepMelior(дисциплина) = укрепляться,  
IncepPejor(дисциплина) = расшатываться, IncepMelior(культура) = расцветать, 
IncepPejor(культура)=упадок и т.п.» [2]. 

Опять обращаемся к таблицам ДАКn: «16. Advix(i=1, …, 4; x = A, B, C, D) – имя си-
туации в роли определения при глаголе, называющем другую ситуацию. Здесь индекс х 
используется следующим образом: Adv1А(V) – это такие «наречия» от глагола V, которые, 
заменяя в тексте V, требуют превратить в вершину (вместо V) первый актант этого V 
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(усиление =>усиливались в приведённом ниже примере); Adv1В(V) – делает вершиной вто-
рой актант (в выборе => выбрал, там же) и т.д.» [2]. В зависимости от количества актантов 
(k) добавляем в таблицу ДАКnk2 битов. 

Далее опять отходим от ситуаций (т.е. возвращаемся к таблице ДЛФ1_5): «17 Loc 
(лат. locus 'место') – предлог типовой локализации (пространственной, временной или аб-
страктной); Loc →2 C0. Различаются Locin «статическая локализация (≈ русск. в + предл. 
пад.), Locad– предлог направления (≈ русск. в + вин. пад.) и Locab– предлог удаления  
(≈ русск. из + род. пад.), т.е. в Москве – в Москву – из Москвы. Но благодаря наличию ре-
гулярных корреляций между предлогами обычно достаточно указать Locin (Locad и Locab 

предсказываются по нему: если 
Locin = в + Sпредл, то Locad=в + Sвин, а Locad = из +Sрод. и т.д.). 
Подчеркнём, что под типовой локализацией понимается наиболее «прямое», наи-

более «естественное»  расположение, т. е. расположение, наиболее соответствующее при-
роде и назначению «вещи», обозначенной ключевым словом C0.Так, предмет или вещест-
во может находиться, вообще говоря, и в тазу, и на (перевёрнутом) тазе, и под тазом,  
и за тазом, и у таза, но главное, «органическое» расположение вещей относительно таза, 
который является специальным вместилищем, – это быть в; поэтому Locin(таз 1) =  
в (+Sпредл 2)7… 

Для ряда слов параметр Loc не удаётся определить однозначно: например 
Locin(снег) – либо в [снегу], либо на [снегу], причём в и на здесь противопоставлены  
по смыслу. В таких случаях (как и всегда, когда значения той или иной лексической 
функции не синонимичны) следует прибегать к семантическим пометам Locin(снег) = 
в[+Sпредл 2;внутри]; Locin(снег) = на[+Sпредл 2;на поверхности]; подробнее об этом см. ниже, 
стр. 102» [2]. 

Поскольку использовались слова «как правило», то зарезервируем всё же три таб-
лицы и соответственно три бита в таблице ДЛФ1_5. 

Следующая функция «18. Copul (лат copula 'связка') – 'быть', 'являться' Loc →2

C0» [2] также дополняет таблицу ДЛФ1_5. 
«Для пояснения очередных параметров необходимо рассмотреть следующую схе-

му. Пусть имеется название ситуации С0 и названия двух её семантических актантов А и В 
(мы берём в качестве иллюстрации двухактантную ситуацию, чтобы не усложнять изло-
жение): все эти три слова – существительные. Чтобы построить правильную русскую фра-
зу, описывающую ситуацию С0 и включающую в себя С0, А и В, необходим личный гла-
гол (который, однако, не добавлял бы к С0, А и В лишнего смысла). Этот глагол можно в 
принципе выбрать одним из 10 способов, а именно, это может быть: 1) глагол, у которого 
обозначение А будет подлежащим, а С0 – первым дополнением (обозначение В может 
быть вторым дополнением)8, т.е. «что делает А с С0

»; 2) глагол, у которого обозначение В 
будет подлежащим, а С0 – первым дополнением (обозначение А может быть вторым до-
полнением), т.е. «что делает В с С0

»; 3) глагол, у которого не будет подлежащего, а С0 – 
первым дополнением (А и В могут быть вторым и третьим дополнениями), т.е. «что дела-
ется с С0

»; 4) глагол, у которого С0 будет подлежащим, а А – первым дополнением (В мо-
жет быть вторым дополнением), т.е. «что С0 делает с А»; …10) глагол, у которого не будет 
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подлежащего, В будет первым дополнением, а С0  могут быть вторым дополнением, т.е. 
«что делается при помощи В и С0

»; 
Для обозначения этих десяти глаголов и введены три группы параметров.  
Operi ('операция с …') – языковые обозначения стрелки в выражениях А → С0, В → 

С0 и Λ → С0, т.е. глаголы, имеющие название ситуации первым дополнением (питать 
любовь, читать доклад, быть в отчаянии, подвергнуться осмотру, тянет запахом); 

Funci ('функционирование') – языковые названия отношений А → С0, В → С0 и  
Λ → С0, т.е. глаголы, имеющие название ситуации подлежащим (отчаяние охватило …,, 
возмездие настигло…,  тишина царит…); 

Laborij ('обработка') – название отношений А → В + С0, В →А + С0 и Λ →А + С0, 
т.е. глаголы, имеющие название ситуации вторым дополнением, а название актантов – 
подлежащим и первым дополнением (окружать кого уважением, подвергать кого/что 
осмотру). 

Нижним индексом при символах Oper, Func и Labor, как и выше, обозначаются ак-
танты: Oper1 имеет подлежащим название А, а Oper2 – В; Func1 имеет первым дополнени-
ем А, Labor12 имеет подлежащим обозначение актанта А, а первым дополнением – В; ин-
декс 0 означает отсутствие соответствующего элемента Oper0 – безличный Oper; Func0 – не 
имеет дополнений, Labor0 – безличный Labor» [2]. То есть дополняем таблицы ДАКn. 

«Параметры 22-24 (см. ниже), т.е. Gaus, Perm и Liqu, родственны в том отношении, 
что все три обозначают действия, связанные с «созданием»/»уничтожением» ситуации С0

. 

Более точно, Perm и Liqu выражаются через Gaus и отрицание, см. ниже, стр. 95. При этом 
символы Gaus, Perm и Liqu без нижних индексов обозначают действия неучастников си-
туации, а синдексами – такие же действия соответствующих актантов. Во многих случаях 
названные параметры употребляются в составе сложных функций – вместе с Oper, Func и 
Labor. Непосредственно к названию С0 они присоединяются лишь в том случае, если С0 – 
либо глагол, либо название конкретного предмета, и речь идёт о его действительном соз-
дании/уничтожении» [2]. В данном случае речь идёт о дополнении структуры таблиц 
ДАКn. 

Следующие три параметра: «Incep – 'начинать' (Incep →2 C0)», «Cont – 
'продолжать' = 'не переставать' = 'не начинать не' (Cont →2 C0)» и «27.Fin - 'переставать' 
= 'начинать не' (Fin →2 C0)», хотя и связаны с ситуациями, но вполне могут быть поме-
щены в таблицу ДЛФ1_5 (впрочем, как и в таблицы ДАКn). 

«28 Perf («перфектив») – завершённость действия, достижение им своего естест-
венного предела. Отдельного самостоятельного выражения параметр Perf в русском языке 
не имеет; как правило это значение передаётся формами совершенного вида: одеваться – 
одеться, ломать – сломать, умирать – умереть, выковыривать – выковырять  и т.п. (хо-
тя, разумеется, далеко не всякая форма совершенного вида выражает именно Perf: так не 
только это значение имеют формы типа:  поспать, проспать, недоспать) 

29. Result («результатив») – 'состояние в результате …', этот параметр, как и Perf, 
имеет в русском языке только склеенное выражение. Значение Result и его отношение с 
Perf иллюстрируются тройками типа 
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С0PerfResult 
ложиться   //лечь    //лежать 
вставать   //встать   // стоять 
учиться   //научиться   //уметь 
покупать   //купить   //иметь 
получать (в подарок) //получить (в подарок) //иметь   
Из Perf(С0) логически следует Result(С0), но обратное, вообще говоря, неверно, по-

скольку один и тот же результат может быть достигнут разными путями» [2]. На всякий 
случай мы заносим описание наличия значений этих лексических функций в таблицу 
ДЛФ1_5. 

«30. Factj (лат. factum'факт') – 'реализовываться', 'выполниться' («стать фактом»); 
Fact →1 C0. Имеется в виду осуществление «требования», содержащегося в значении 
слова С0, - эксплицитного, например, приказ, совет, приглашение или имплицитного, как в 
экзамен («требует» проявить знания), искушение  («требует» поддаться ему), препятствие 
(«требует» прекратить то, что делается, например, движение). Верхний индекс (римские 
цифры) представляет, если это надо, степень осуществления подразумеваемого требова-
ния, причём меньший индекс присваивается более низкой степени: FactI (капкан) = сра-
батывать, FactII (капкан) = поймать. FactI (чувство II) = говорить, подсказывать, FactII 
(чувство II) = заставлять, не позволять (не)” [2].  Для этой функции мы создадим (на 
всякий случай 3 таблицы) и соответственно отведём три бита в таблице ДЛФ1_5. 

«31. Realj
12- 'реализовать', 'выполнить' («требование», содержащееся в С0); Realj

12

→2 C0. Индекс J имеет то же значение, что и выше – степень выполнения; нижний ин-
декс обозначает глубинно-синтаксический актант, выполняющий требование» [2]. Опять 
же будем считать, что в некоторых случаях возможно три варианта j и, поэтому создадим 
для данной функции 6 таблиц и соответственно отведём 6 битов в строке таблицы 
ДЛФ1_5. 

«32. Preparj(лат. preparare'готовить') - приводит в полную готовность к (употребле-
нию, функционированию и т.п.); Preparej →2 C0. Индекс j,  как и при Fact и Real, показы-
вает степень готовности»[2]. По аналогии добавляем 3 таблицы и 3 бита в строку ДЛФ1_5. 

«33. Degrad («деградировать») - 'портиться', 'выходить из строя' (=IncpPredAntiVer: 
'начинать быть не таким, как следует' или IncepPejor: 'начинать быть хуже', ср. стр. 90; De-
grad →1 C0»[2]. Одна новая таблица – один бит в строку ДЛФ1_5. 

«34. Imper («императив») – значение «повеления»; регулярное (грамматическое) 
выражение Imper у глаголов – повелительное наклонение» [2]. Одна новая таблица – один 
бит в строку ДЛФ1_5. 

«35. Son (лат. sonum'звук') – название типового звучания С0 (Son →1 C0)» [2]. Одна 
новая таблица – один бит в строку ДЛФ1_5. 

«До сих пор мы приводили достаточно абстрактные лексические функции, имею-
щие более или менее широкую сочетаемость. Имеется, кроме того, ряд ряд более конкрет-
ных лексических функций, определённых лишь для сравнительно узких групп слов и тем 
самым приближающихся к нестандартным ЛФ. Таковы, например, следующие лексиче-
ские функции. 
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36. Destr (лат. destruere'разрушать'; Королёв – Эрастов 1968; 29-30) – типовое на-
звание «агрессивного» действия С0: Коровая бодает, оса жалит, автомобиль давит, бо-
лото засасывает <затягивает>…(Destr →1 C0) 

37. Cap (лат. caput'голова', 'глава') - 'начальник': декан факультета, ректор универ-
ситета, заведующий кафедрой, настоятель собора, директор школы (завода), командир 
отряда, глава семьи (правительства), вождь племени, …(Cap →2 C0) 

38. Equip - 'личный состав': расчёт орудия, экипаж танка, труппа театра, населе-
ние государства (города), …(Equip →2 C0) 

39 Doc - 'документ'; различают три вида Doc: Docres(ср.SdC0 в Апресян 1971) – 
'документ, являющийся результатом' [«воплощающий в себе» С0: отчитываться – от-
чёт; жаловаться – жалоба; просить – просьба, прошение, ходатайство, заявление, от-
ношение, …(Cap →2 C0) 

Docperm- 'документ на право…':DocpermOpen (поезд) = [проездной] билет;  
DocpermOpen (автомобиль) = [водительские] права; DocpermOpen (входить) = пропуск; ли-
цензия на отстрел (производство); ордер на арест, … 

Doccert- 'документ, удостоверяющий…': свидетельство о браке, диплом о высшем 
образовании, аттестат зрелости, паспорт, удостоверение личности, командировка 2 = 
командировочное удостоверение, справка о болезни … 

40. Attr  ('атрибут'; Королёв – Эрастов 1968; 28) – типовая метонимия для С0 (в от-
личие от ЛФ №№36-39, являющихся скорее параметрами, данная ЛФ – скорее замена» [2]. 

Каждая из этих функций порождает одну новую таблицу и добавляет один бит в 
строку ДЛФ1_5. 

В результате часть структуры базы данных, описывающая значения стандартных 
функций получилась следующая: по две таблицы-дескриптора на каждое слово и более 60 
таблиц в которых хранятся соответствующие значения лексических функций. В этих таб-
лицах нет избыточных строк, и структура дескриптора позволяет написать приложения 
таким образом, чтобы обращаться к этим таблицам только в тех случаях, когда они со-
держат соответствующую информацию. С другой стороны необходимо обеспечить авто-
матическое заполнение дескрипторов по мере заполнения соответствующих таблиц. Су-
ществующие программные средства позволяют сделать это без особых проблем, напри-
мер, путём создания триггеров на языке SQL, либо путём программирования реакции на 
события в системах типа Delphi. 

Сделаем ещё два замечания. 
Во-первых, такая структура построения базы данных (отдельная таблица для каж-

дой лексической функции), позволяет вести и обратный поиск, то есть определить список 
ситуаций, в которых данное слово характеризует актант или список слов, для которых 
данное слово является значением какой-либо лексической функции. 

Во-вторых, такая структура  позволяет достаточно просто дополнять нашу базу 
данных новыми словами-значениями и постепенно по мере выявления заполнять значения 
лексических функций для существующих в базе значений слов. 

Ещё один вопрос: стоило ли так подробно описывать лексические функции, если 
мы хотели всеголишь описать часть структуры базы данных? На наш взгляд – да, по-
скольку, как правило, при рассмотрении конкретных задач выявляются вопросы, требую-
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щие рассмотрения и решения не только для одной, а для целого ряда в чём-то аналогич-
ных конкретных задач. 

В этой статье не рассмотрены все вопросы, касающиеся представления статей тол-
ково-комбинаторного словаря, там ещё много интересных вопросов. Рассмотрен только 
один частный вопрос, который появляется при создании ещё ряда информационных сис-
тем, некоторые из которых мы назвали в начале статьи. 
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PRESENTING HOMOGENEOUS OBJECTS WITH DIFFERENT INFORMATIONAL  
DESCRIPTIONS IN THE RELATIONAL DATA BASES 

Kulakov V.L. 

Institute of Aviation Technology and Control 
 
Abstract. The article deals with the possibility of presenting homogeneous objects with 
different informational descriptions in the relational data bases. It is assumed that there is 
a significant, probably enormous number of object attributes (characteristics). However, 
every particular object is characterized only by a part of the attributes of the multitude; at 
thatsome of the attributes can be presented as a list. The main drawback of the relational 
data bases is considered to be either the impossibility or excessivelabor inputs in working 
with the data of quite complicated and diverse structure. However, if a table describing 
the informational structure of each object is introduced (descriptor tables), than descrip-
tion and use only of the information corresponding to each particular object in the tables 
of the relational data bases turns out to be convenient and compact.Thisis shownin the 
example describing a part of the word semantics with the help of the standard lexical 
functions.The up-to-date software support facilities of the data bases allow controlling the 
correspondence between the data input (deletion) into the table itself and into the descrip-
tor.. 
Keywords: relational data bases, data description structure, descriptor table, word seman-
tics, lexical function. 
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УДК 519.95 
 

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ОБЪЕКТОВ  
ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКИ 

Михеева Е.А., Карева П.В., Сайфутдинова А.Р.,  
Табакова Е.Д., Шевалдов И.А. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе исследуются пять важнейших предполных классов двухзнач-
ной логики P2: класс самодвойственных функций S, класс монотонных функций M, 
класс линейных функций L, класс функций, сохраняющих константу нуль T0 и 
класс функций, сохраняющих константу единица T1. Разработаны алгоритмы ис-
следования функций из P2 на самодвойственность, монотонность, линейность, со-
хранение константы 0 и 1, которые в конечном итоге реализованы программами. 
Программы на самодвойственность, линейность, сохранение константы 0 и 1 напи-
саны на языке программирования Delphi. Программа на монотонность написана на 
языке программирования PascalABC. 
Ключевые слова. Двузначная  логика; предполные классы; функциональная полно-
та; программная реализация объектов дискретной математики; объекты дискретной 
математики – класс самодвойственных функций, класс монотонных функций, класс 
линейных функций, класс функций, сохраняющих константу 0 и класс функций, 
сохраняющих константу 1; языки программирования: Delphi, PascalABC. 
 

Исследуются пять важнейших предполных классов двухзначной логики P2: класс 
самодвойственных функций S, класс монотонных функций M, класс линейных функций L, 
класс функций, сохраняющих константу нуль T0  и класс функций, сохраняющих констан-
ту единица T1.  

Понятие двухзначной логики как системы функций с определенной на ней опера-
цией суперпозиции относится к основным понятиям дискретной математики. В двухзнач-
ной логике, как в любой другой функциональной системе, главной проблемой является 
ответ на основной вопрос функциональной полноты. Он звучит так : система функций 
F={f1,…,fn,…} из P2  полна тогда и только тогда, когда она целиком не содержится ни в од-
ном из пяти замкнутых классов T0, T1, S, M, L. Таким образом, при исследовании функ-
циональной полноты в P2  одно из важнейших мест занимает исследование функций из P2 

на принадлежность классам  T0, T1, S, M  и L. 
Все необходимые обозначения, понятия и определения можно найти в работах [1-4].  
В данной работе разработаны алгоритмы исследования функций из P2 на самодвой-

ственность, монотонность, линейность, сохранение константы 0 и 1, которые в конечном 
итоге реализованы программами.  

Программы на самодвойственность, сохранение константы 0 и 1 написаны на Delphi. 
Преимущества  программы: наглядный результат, возможность ввести функцию 

разными способами, многофункциональность. 
Недостаток программы: ограниченное количество переменных. 
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Программа на монотонность написана на языке программирования PascalABC. 
Преимущества программы: высокая скорость вычисления, экономия времени поль-

зователя при исследовании  функций на монотонность, простота реализации, наглядность 
алгоритма.  

Недостаток программы: ограниченное количество переменных (не более 10). 
Программа на линейность написана на языке программирования Delphi. Она иссле-

дует функцию на линейность: методом таблиц и методом неопределённых коэффициен-
тов. Преимуществами данной программы являются быстрая скорость вычислений,  на-
глядность и простота интерфейса.  

Данная работа является продолжением работ [5-8]. 
Программная реализация объектов дискретной математики способствует внедре-

нию информационных технологий как в обучение дискретной математике, так и в иссле-
дование функциональной полноты в P2. 
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SOFTWARE IMPLEMENTATION OF THE OBJECTS  
OF DISCRETE MATHEMATICS 

Mikheeva E.A., Kareva P.V., Sayfutdinova A.R., Tabakova Y.D., Shevaldov I.A. 

Ulyanovsk State University 
 

Abstract. In this work, investigated five major precomplete classes of two-valued logic 
P2: the class of self-dual functions S, the class of monotone functions M, the class of li-
near functions L, the class of functions, which preserving a constant zero T0, and the class 
of functions, which preserving a constant one T1. Also, designed algorithms of research-
ing functions from P2 on self-dual, monotone, linearity, preserving constants zero and 
one, which realized by the programs. The program on monotone is written in the pro-
gramming language PascalABC, other programs are written in Delphi. 
Keywords:The two-valued logic; precomplete classes; functional completeness; software 
implementation of the objects of discrete mathematics; the objects of discrete mathemat-
ics – the class of self-dual functions, the class of monotone functions, the class of linear 
functions, the class of functions preserving constants zero and the class of functions pre-
serving one; programming languages: Delphi, PascalABC. 
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Криптографические методы 
 
 
 
 

УДК 62-52; 62-8 
 

ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ КОДАХ АУТЕНТИФИКАЦИИ  
С НЕОГРАНИЧЕННЫМ КЛЮЧОМ  

НА ОСНОВЕ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ТАБЛИЦ 

Котков А.В. 

Ульяновский государственный университет 
 
Аннотация. В работе рассмотрены коды аутентификации, стойкие к имитации и 
подмене сообщений, оптимальные коды с неограниченным ключом на основе орто-
гональных таблиц, приводятся их конструкции. Представлены результаты работы 
над прототипом программы, которая строит эти коды. 
Ключевые слова: код аутентификации, имитация сообщения, хеш-функция. 

 

Обеспечение целостности сообщения – это невозможность изменения сообщения 
таким образом, чтобы получатель этого не обнаружил. Под аутентификацией понимается 
подтверждение того, что информация получена от «законного» источника и получателем 
является тот, для кого она предназначалась. Один из способов обеспечения целостности – 
это вычисление МАС (Message Authentication Code) – кода аутентификации. 

Кодом аутентификации(без сокрытия) называется четвёрка (X, K, Y, h), где X – ко-
нечное множество сообщений, K – множество ключей, Y – конечное множество свёрток,  
h – ключевая хеш-функция и выполнено равенство: 

𝑌𝑌 =  �ℎ𝑘𝑘(𝑋𝑋).
𝑘𝑘∈𝐾𝐾

 

Протокол аутентификации, решающий задачи обеспеченияцелостности сообщения 
при передаче/хранении, а также аутентификации источника данных для случая доверяю-
щих друг другу сторон, основанный на использовании кода аутентификации, предполага-
ет наличие общего секретного ключа и заключается в передаче сообщения в виде (x, y), 
гдеy = hk(x): А → В : (x, y). 

Протокол аутентификации состоит в следующем: участникАдля передачи сообще-
ния х вычисляет проверочное значение – код аутентификации сообщения y = hk(x), допи-
сывает его к x иотправляет полученную пару (х, y) участнику В. Получив такоесообщение, 
участник В проверяет равенство y = hk(x): если оновыполнено, то принимает его; если – 
нет, то отвергает. 

Основными требованиями к хеш-функциям,задаваемым ключом, являются: 
• высокая сложность подбора сообщения с правильным значением свертки; это 

обеспечивает невозможность создания поддельных ложных сообщений при атаках типа 
«имитация»; 
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• высокая сложность подбора для заданного сообщения с известным значением 
свертки другого сообщения с правильнымзначением свертки; это обеспечивает невозмож-
ность модификации передаваемых сообщений при атаках «подмена». 

Первое требование означает защищенность от атаки типа «имитация» (impersona-
tion), т.е. от передачи сфабрикованныхсообщений в пустом канале в целях навязывания 
принимающейстороне ложных сообщений, второе – защищенность от атакитипа «подме-
на» (substitution) передаваемых сообщений. 

Поскольку противник имеет возможность выбора (𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝜖𝜖𝑋𝑋 × 𝑌𝑌, его шансы на успех 
имитации сообщения выражаются такой величиной [4]: 

𝑃𝑃им = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥(𝑥𝑥 ,𝑦𝑦)∈𝑋𝑋×𝑌𝑌𝑃𝑃�𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦)�, 
где 𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = {𝑘𝑘𝜖𝜖𝐾𝐾|ℎ𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦}, 𝑃𝑃�𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� =  ∑ 𝑃𝑃𝐾𝐾(𝑘𝑘).𝑘𝑘𝜖𝜖𝐾𝐾 (𝑥𝑥 ,𝑦𝑦)  

Вероятность успеха подмены сообщения будет вычисляться по следующей формуле: 
𝑃𝑃подм = max(𝑃𝑃(𝐾𝐾(𝑥𝑥�,𝑦𝑦�) | 𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦))), ∀𝑥𝑥, 𝑥𝑥�𝜖𝜖𝑋𝑋, 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥�,∀𝑦𝑦,𝑦𝑦�𝜖𝜖𝑌𝑌 

Теорема [5]. Для любого кода аутентификации (X, K, Y, h) справедливы следующие 
утверждения: 

1. 𝑃𝑃им ≥
1

|𝑌𝑌|
, причем нижняя граница достигается тогда и только тогда, когда для 

всех (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌выполнено равенство 𝑃𝑃�𝐾𝐾(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)� =  1
|𝑌𝑌|

. 

2. 𝑃𝑃подм ≥
1

|𝑌𝑌|
, причем нижняя граница достигается тогда и только тогда, когда 

для∀𝑥𝑥, 𝑥𝑥�𝜖𝜖𝑋𝑋, 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥,� ∀𝑦𝑦, 𝑦𝑦�𝜖𝜖𝑌𝑌выполнено равенство 𝑃𝑃(𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦)|𝐾𝐾(𝑥𝑥�,𝑦𝑦�)) = 1
|𝑌𝑌|

. 

3. 𝑃𝑃им и 𝑃𝑃подмодновременно достигают нижней границы тогда и только тогда, ко-
гда для∀𝑥𝑥, 𝑥𝑥�𝜖𝜖𝑋𝑋, 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥�, ∀𝑦𝑦,𝑦𝑦�𝜖𝜖𝑌𝑌выполнено равенство 𝑃𝑃�𝐾𝐾(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∩ 𝐾𝐾(𝑥𝑥�,𝑦𝑦�)� =  1

|𝑌𝑌|2. 

Коды аутентификации со свойством 𝑃𝑃им=𝑃𝑃подм =  1
|𝑌𝑌|

 называются оптимальными ко-

дами аутентификации. Для построения таких кодов используются ортогональные таблицы. 
Ортогональной таблицей ОА(n, s) порядка n и высоты s называется матрица с s 

строками и n2 столбцами, элементы которой – числа 1,...n, а каждая пара строк ортого-
нальна. 

Недостатком данной математической модели кода аутентификации является огра-
ничения, накладываемые на мощности множеств X и K. 

В работе [3] рассмотрена математическая модель кода аутентификации без этих ог-
раничений, которая является аналогом математической модели шифров замены с ограни-
ченным и неограниченным ключом, введенную А.Ю. Зубовым и позволяющую строить 
совершенные имитостойкие шифры. 

Пусть U, V – конечные множества возможных кодвеличин и кодобозначений,  
K – конечное множество ключей, ℎ:𝐾𝐾 × 𝑈𝑈 → 𝑉𝑉 – ключевая хэш-функция. Процесс выра-
ботки кода аутентификации для сообщения x = u1 ...ul на ключе k1...kl заключается в замене 
каждой кодвеличины ui на кодобозначение vi в соответствии с ключом ki, i = 1,...,l. Опор-
ным кодом кода аутентификации является совокупность Δ𝐻𝐻

0 = (𝑈𝑈,𝐾𝐾,𝑉𝑉,ℎ), для которой 
𝑉𝑉 =  ⋃ ℎ𝑘𝑘(𝑈𝑈)𝑘𝑘∈𝐾𝐾 . 

l-той степенью опорного кода Δ𝐻𝐻
0  является совокупность Δ𝐻𝐻

𝑙𝑙 = �𝑈𝑈𝑙𝑙 ,𝐾𝐾𝑙𝑙 ,𝑉𝑉𝑙𝑙 ,ℎ(𝑙𝑙)�, где 
𝑈𝑈𝑙𝑙 ,𝐾𝐾𝑙𝑙 ,𝑉𝑉𝑙𝑙  – декартовы степени соответствующих множеств 𝑈𝑈,𝐾𝐾,𝑉𝑉; множество ℎ(𝑙𝑙) состоит 
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из отображений ℎ𝑘𝑘� :𝑈𝑈𝑙𝑙 → 𝑉𝑉𝑙𝑙 ,𝑘𝑘� ∈ 𝐾𝐾𝑙𝑙 , таких, что для любых 𝑠𝑠� =  𝑠𝑠1 …𝑠𝑠𝑙𝑙 ∈ 𝑈𝑈𝑙𝑙 , 𝑘𝑘� =  𝑘𝑘1 … 𝑘𝑘𝑙𝑙 ∈
𝐾𝐾𝑙𝑙  выполнено равенство ℎ𝑘𝑘� (𝑠𝑠�) =  ℎ𝑘𝑘1 (𝑠𝑠1) … ℎ𝑘𝑘𝑙𝑙(𝑠𝑠𝑙𝑙) = 𝑣𝑣1 … 𝑣𝑣𝑙𝑙 ∈ 𝑉𝑉𝑙𝑙 . 

Кодом аутентификации с неограниченным ключомназывается семейство Δ𝐻𝐻 =
�Δ𝐻𝐻

𝑙𝑙 , 𝑙𝑙 ∈ 𝑁𝑁;𝜓𝜓𝑐𝑐�, где 𝜓𝜓𝑐𝑐  – случайный генератор ключевого потока. 
Код аутентификации с неограниченным ключом Δ𝐻𝐻является оптимальным, если 

оптимальным является код Δ𝐻𝐻
𝑙𝑙  для любого 𝑙𝑙 ∈ 𝑁𝑁.  

Предположим, что для кода аутентификации Δ𝐻𝐻
𝑙𝑙 , 𝑙𝑙 ∈ 𝑁𝑁, 𝑃𝑃им

𝑙𝑙  – вероятность успеха 
имитации, а 𝑃𝑃подм

𝑙𝑙 (𝑠𝑠) – вероятность успеха подмены в сообщениировно s пар элементов 
вида (𝑠𝑠𝑖𝑖 , 𝑣𝑣𝑖𝑖)  ∈ 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉, где 𝑣𝑣𝑖𝑖 = ℎ𝑘𝑘𝑖𝑖(𝑠𝑠𝑖𝑖). Тогда, если кодаутентификации Δ𝐻𝐻  является опти-
мальным, то 

𝑃𝑃им
𝑙𝑙 =

1
|𝑉𝑉|𝑙𝑙  , 𝑃𝑃подм

𝑙𝑙 (𝑠𝑠) =
1

|𝑉𝑉|𝑠𝑠 , 

то есть 𝑃𝑃им
𝑙𝑙 → 0  при  𝑙𝑙 → ∞, 𝑃𝑃подм

𝑙𝑙 (𝑠𝑠) → 0  при  𝑠𝑠 → ∞. 
Из конструкции кода аутентификации Δ𝐻𝐻  видно, что длина сообщения совпадает с 

длиной свёртки и с длиной ключевого потока. Эта конструкция предназначена для особо 
важных случаев, поэтому на общий размер можно закрыть глаза, как и в случае совер-
шенных шифров. Стоит отметить, что размерность ортогональной таблицы, которая пред-
ставляет хеш-функцию, не зависит от длины исходного сообщения, а строится лишь для 
опорного кода аутентификации Δ𝐻𝐻

0 . 
Таким образом, увеличивая битовую длину кодовеличин и кодообозначений, мож-

но получить необходимую вероятность атак типа имитация и подмена.  
В процессе изучения данной теории, был написан прототип на C++, который стро-

ит коды аутентификации для l = 8. В качестве генератора псевдослучайных чисел, здесь 
используется генератор, построенныйна основе ГОСТ Р 34.12-2015(Кузнечик) в режиме 
гаммирования. Тесты NIST для данного генератора представлены на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1. Тесты NIST 

 
Для n = q, где q – степень простого числа, существуют так называемые полные сис-

темы из (n−1) попарно ортогональных латинских квадратов. Способ их построения в 
1938г. опубликовал Р.Боуз: достаточно рассмотреть многочлены fa(x,y) = ax+y над полем 
GF(q) при ненулевых a. 

Ортогональная таблица строится выписыванием каждого латинского квадрата та-
кого вида в столбец, что гарантирует её ортогональность. Для построения ортогональных 
таблиц реализована библиотека для построения конечных полей, вычислений внутри ко-
нечного поля. 
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Тесты прототипа на время представлены в таблице 1. Параметры компьютера, на 
котором производились тесты: процессор Intel(R) Core(TM) i5-3230MCPU 2.60 Гц, ОЗУ 
DDR3 8 Гб, ж.д. Hitachi HTS547564A9E384 — Sata 3GB/S, объём буферной памяти 8 Мб, 
внешняя скорость передачи данных 300 Мб/с, внутренняя скорость передачи данных  
996 Мбит/с. 

 
Таблица 1 

Тест программы на время 
Создание Проверка 

Размер, Мб Время, с Размер, Мб Время, с 
4 0.223 4 0.185 
40 2,117 40 2,05 
700 36,92 700 36,82 
4500 336,07 4500 325,12 

 

В данной работе приведена конструкция кодов аутентификации с неограниченным 
ключом, которая позволяет устремить вероятности имитации и подмены передаваемых 
сообщений к нулю, что не представлялось возможным для классической модели. Также 
представлено описание программного продукта, который реализует данную модель кодов 
аутентификации.  
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OPTIMAL CODES OF AUTHENTICATION WITH UNLIMITED KEY  
BASED ON ORTHOGONAL ARRAYS  

Kotkov A.V. 
Ulyanovsk State University 

 
Abstract. In the paper the authentication codes which are resistant to imitation and substi-
tution of messages have been considered together with optimal codes with unlimited key 
based on the orthogonal tables, and their constructions.The results of the work on a proto-
type program that builds these codes have been presented. 
Keywords: authentication code, imitation messages, hash function.  
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АНАЛИЗ СООБЩЕНИЙ ХАКЕРСКИХ ФОРУМОВ  
КАК ИНСТРУМЕНТ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ НОВЫХ УГРОЗ  

ИНФОРМАЦИОННОЙ БЕЗОПАСНОСТИ 

Полетаев В.С. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация. В работе рассмотрены системы обнаружения вредоносной деятельно-
сти в компьютерных сетях, которая может быть направлена на реализацию различ-
ных угроз информационной безопасности. 
Ключевые слова: сетевые атаки, угрозы информационной безопасности, хакерские 
форумы. 

 

В настоящее время глобальныеинформационные сети оказывают растущеевлияние 
на все новые и новые сферы нашей жизни. Отрасль информационных технологий отно-
сится к одной из наиболее динамично развивающихся, она находится в стадии глубокой 
интеграции с традиционными отраслями промышленности, экономики, транспорта, связи 
и др. Происходит стремительное развитие единого глобального информационно-теле-
коммуникационного пространства, формируются новые социальные группы, оказывается 
существенное влияние на традиционный образ жизни людей по всему миру. К сожалению, 
на сегодняшний день наблюдается стремительный рост не только новых технологий, 
обеспечивающих информационную потребность человечества, но и разнообразия компь-
ютерных атак, осуществляемых с их помощью. 

В данной статье речь идет о системах обнаружения вредоносной деятельности в 
компьютерных сетях, которая может быть направлена на реализацию различных угроз 
информационной безопасности. 

Актуальность темы определяется несколькими группами факторов. С одной сторо-
ны, системы обнаружения атак на компьютерные сети уже давно применяются как одно из 
средств защиты информации. Разработчики систем защиты и консультантами в этой об-
ласти активно применяются такие термины, как защита "по периметру", "стационарная" и 
"динамическая" защита, "проактивные" средства защиты информации.С другой стороны 
аналитические обзоры компаний, специализирующиеся в сфере Интернет-технологий и 
защиты информации, такие как Symantec, Trustware, KasperskyLabs показывают, что за по-
следние несколько лет количество атак на различные информационные системы продол-
жает расти, а средства, которыми пользуются злоумышленники, превращаются из про-
стых хакерских инструментов в серьезное информационное оружие.  

Исследования в области обнаружения атак на компьютерные сети и системы ведут-
ся за рубежом уже больше четверти века. Изучены признаки атак, разработаны и эксплуа-
тируются методы и средства обнаружения попыток несанкционированного преодоления 
средств защиты информации, как межсетевых, так и локальных - на логическом и даже на 
физическом уровнях. На российском рынке широко представлены коммерческие системы 
обнаружения атак иностранных компаний (ISS RealSecure, Snort, Cisco и т.д.), которые, 
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однако, не содержат эффективных превентивных средств обнаружения атак и реагирова-
ния на них. 

На сегодняшний день системы обнаружения атак представляют собой программ-
ные и аппаратно-программные решения, которые автоматизируют процесс сбора, хране-
ния, анализа и контроля событий, протекающих в компьютерной системе или сети, а так-
же самостоятельно анализируют эти события в поисках признаков нарушения информа-
ционной безопасности. Данные системы защиты могут сигнализировать о том, что в на-
стоящий момент обнаружился определенный признак атаки. Кроме того, применяемые на 
сегодняшний день системы обнаружения сетевых атак решают, как правило, только одну 
частную задачу - защиту от внешнего нарушителя, пытающегося преодолеть используе-
мые системы защиты информации извне локальной сети, оставляя нерешенной задачу за-
щиты от реализации внутренних угроз. 

Сетевые атаки имеют разную природу и могут проводиться на разных уровнях ин-
формационной системы. Как известно, атаки имеют не только количественные, но и каче-
ственные характеристические признаки. Атаки типа SQL-инъекций или межсайтовый 
скриптинг не имеют сигнатур, которые позволяли бы достаточно точным образом их об-
наружить, однако часто порождают последовательность однотипных действий злоумыш-
ленника, которые в достаточном количестве можно трактовать как атаку. 

Поскольку количество различных типов и способов организации несанкциониро-
ванных проникновений в чужие компьютерные сети за последние несколько лет сущест-
венно увеличилось, системы обнаружения атак стали важным компонентом инфраструк-
туры безопасности большинства организаций. Этому способствует и значительное коли-
чество публикаций, и стремительное появление все более изощренных и сложных подхо-
дов и методов к обнаружению атак в информационных системах. Согласно существую-
щимпубликациям, все системы обнаружения атак можно разделить на системы, ориенти-
рованные на поиск: 

- аномалий взаимодействия контролируемых объектов; 
- сигнатур всех узнаваемых атак; 
- искажения эталонной профильной информации. 
Значительное внимание уделяется решению вопросов формального описания и мо-

делирования систем разграничения доступа, антивирусной защите, формированию защи-
щенных операционных систем и защите информации от несанкционированного доступа. 

Вместе с тем, в глобальной сети Интернет в настоящее время существует значи-
тельное количество дискуссионных информационных ресурсов (далее – форумов), посвя-
щенных вопросам информационной безопасности и механизмам получения несанкциони-
рованного доступа к компьютерной информации. Они различаются по тематикам обсуж-
даемых на них вопросов и категориям участвующих в них пользователей. В части из них 
преобладают участники, заинтересованные вобмене сведениями о защите информации, в 
других – интересующиеся способами совершения компьютерных атак. Наиболее попу-
лярными темами, обсуждаемыми в настоящее время на хакерских форумах, являются: 

- программирование, направленное на реализацию угроз информационной безо-
пасности; 

- программное обеспечение, которое используется при организации компьютер-
ных атак; 
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- мошенничество с использованием информационных технологий; 
- противоправные действия с пластиковыми картами и обналичивание денежных 

средств, добытых преступным путем; 
- созданием вредоносных компьютерных программ; 
- защита информации; 
- вопросы обеспечения анонимности при совершении противоправных действий 

с использованием информационных технологий. 
Таким образом, анализ текстовых сообщений участников хакерских форумов, соз-

даваемых при обсуждении новых механизмов реализации угроз информационной безо-
пасности, может быть использован в качестве превентивной меры при обеспечении защи-
ты компьютерной информации. Получая сведения об актуальных в настоящее время спо-
собах преодоления механизмов информационной безопасности, специалист по защите 
информации имеет возможность оценить степень угрозы для защищаемых им информа-
ционных ресурсов и предпринять меры по нейтрализации возможных уязвимостей. 

При организации форумов, как правило, используются наиболее популярные про-
граммные платформы: 

- Invision Power Board (IPB) 
- vBulletin 
- PunBB 
- Simple Machines Forum (SMF) 
- Vanilla 
- XenForo 
- phpBB 
Перечисленные программные средства в своей реализации используют базы дан-

ных, отличающиеся по своей структуре. Вместе с тем, общая структура базы данных фо-
румов, содержащая информацию о текстовых сообщениях, выглядит следующим образом 
(рис. 1): 

При помощи стрелок на рисунке 1 обозначены взаимосвязи таблиц базы данных, 
реализованные применением первичных ключей. Представленная структура позволяет 
проводить семантический и статистический анализ текстовые сообщения хакерских фо-
румов, учитывая их принадлежность к конкретному форуму, теме форума, количеству со-
общений темы форума, автору, рейтингу автора, а также время создания. 

Таким образом, учитывая существование компьютерных программ, обладающих 
функциональными возможностями по сбору сообщений пользователей форумов, представ-
ляется возможным реализовать программное средство, способное формировать поток тек-
стовых сообщений различных хакерских форумов. В автоматическом режиме могут быть 
собраны сведения о том, на каком из хакерских форумов оставлено сообщение, его текст, 
дата и время создания, название темы и форума, а также псевдоним и рейтинг автора.  

В дальнейшем, на основании семантического и статистического анализа потока 
создаваемых на различных хакерских форумах текстовых сообщений, возможно построе-
ние прогнозов относительно формирования новых угроз информационной безопасности и 
их классификация по типам угроз и степени опасности. Схема модулей описанного про-
граммного средства выглядит следующим образом (рис. 2). 
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Алгоритм работы программного средства выявления новых угроз информационной 
безопасности выглядит следующим образом (рис. 3). 

 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Структура форумов 
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Рис. 2. Схема модулей программного средства выявления новых угроз  
информационной безопасности 
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Рис. 3. Алгоритм работы программного средства выявления новых угроз  
информационной безопасности 
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УДК 519.683 
 

ВЫСОКОСКОРОСТНАЯ ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ  
БЛОЧНОГО ШИФРА AES 

Шлыков Д.И. 

Ульяновский государственный университет 
 

Аннотация: Приводятся возможности новой библиотеки SDIAES для шифрования 
файлов шифром AES, которая обеспечивает самое быстрое шифрование среди уже 
имеющихся популярных криптографических библиотек. Приводятся графики вре-
менных замеров и рассматриваются основные причины такой высокой производи-
тельности новой библиотеки. 
Ключевые слова: шифр, блочный шифр, шифр AES. 
 

Введение 
В современном мире проблема защиты информации является очень актуальной. 

Люди активно начали развивать методы криптографии, открывать что-то новое, создавать 
различные шифры, цифровые подписи, протоколы и многое другое. Все это находит при-
менение, в первую очередь, в бизнесе, где проходят межбанковские расчеты по компью-
терным сетям, по кредитным картам, переводы заработной платы, заказ билетов через ин-
тернет, покупки в интернет-магазинах, разговоры по мобильным телефонам и электронная 
почта. Все эти операции так или иначе обрабатывают личную информацию (или очень 
секретную информацию – гос. тайна) и она не должна попасть в руки злоумышленника. 

Поэтому были разработаны различные шифры, в том числе и AES. Advanced 
Encryption Standard (AES) – новый криптографический стандарт, который стал преемни-
ком DES в 2000 году. 

В мире существует много популярных реализаций данного шифра. Например, его 
поддерживают такие библиотеки, как OpenSSL, Crypto++, .NET и другие. В рамках дан-
ной работы была написана новая реализация – SDIAES, и далее в статье речь пойдет 
именно о ней. 

Шифр AES исследовался во многих работах [1-4]. В данной работе будут исследова-
ны скоростные характеристики данного шифра. Для примера производительности различ-
ных библиотек ниже будут приведены графики суммарных временных замеров, то есть 
складывалось время шифрования и расшифрования файла для каждого размера файла. 

Как видно из рисунков, реализация SDIAES очень быстра (почти в два раза), по 
сравнению с другими очень популярными библиотеками. Сами замеры производились на 
одном и том же компьютере, с использованием процессора с аппаратной поддержкой 
шифра AES. Но возникает вопрос почему? За счет чего такая производительность? На эти 
вопросы в статье поэтапно даются ответы. 
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Рис. 1. Режим ECB на ключе 256 бит 

 

 
Рис. 2. Режим CBC на ключе 256 бит 

 

 
Рис. 3. Режим OFB на ключе 256 бит 
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1. Табличные реализации 
Шифр AES, в силу своего математического описания, очень удобно раскладывает-

ся в готовые таблицы для расчётов. Некоторые этапы шифрования можно заранее просчи-
тать и вынести в отдельные таблицы, причем они не будут зависит от входных данных. 
Далее они уже используются в ходе самого шифрования или расшифрования и корректны 
для любой последовательности входных данных. Это помогает сэкономить процессорное 
время и увеличить общую пропускную способность именно программных реализаций.  

 

 
 

Реализация SDIAES в своей программной реализации как раз и используют эти за-
ранее просчитанные таблицы, что дает хороший прирост скорости. Ниже будет приведен 
пример скоростных замеров в оперативной памяти для конкретного компьютера. 

 

Таблица 1 

Характеристики используемого компьютера 

Характеристики компьютера 

CPU 
AMD FX-6200 

(фиксированная частота работы – 4314 MHz, множитель 21.5) 

RAM 
Kingston HyperX 2 x 8 Gb Blue – 1866 MHz 

(Dual channel, North-Bridge Frequency – 2207.4 MHz) 
Motherboard ASUS SABERTOOTH 990FX R1.0 
HDD / SSD HDD: WD Red – WDC WD20EFRX 

OS Windows 10 Pro x64 

GPU 
AMD Radeon R9 270X, GDDR5, 2048 Mb 

(Speed GP – 1120 MHz, Speed Memory – 1400 MHz) 
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Таблица 2 

Скоростные замеры процедур шифрования и расшифрования блоков данных 

Тип памяти Статическая Динамическая 
Тип операции ENC (Mb/s) DEC (Mb/s) ENC (Mb/s) DEC (Mb/s) 

128 бит 216.2 212.9 217.02 212.3 
192 бит 183.0 179.1 183.6 178.7 
256 бит 157.1 153.3 157.2 153.1 

 

2. Индивидуальные алгоритмы 
На сегодняшний день на практике широко используются следующие режимы шиф-

рования данных: 
• ECB (Electroniccodebook) - режим электронной кодовой книги или простой за-

мены; 
• CBC (Cipher block chaining) - режим сцепления блоков шифротекста; 
• CFB (Cipher feed back) - режим обратной связи по шифротексту; 
• OFB (Output feed back) - режим обратной связи по выходу. 
SDIAES поддерживает все вышеперечисленные режимы для всех длин ключей 

(поддерживается как шифрование потоков данных в оперативной памяти, так и отдельных 
файлов). Для каждого режима проработан отдельный алгоритм шифрования и расшифро-
вания, за счет чего достигается максимальная оптимизация всех этапов обработки данных. 
Хотя на вход могут подавать одни и те же данные (например, имена файлов, длины клю-
чей, размеры буферов и т.д.), но в зависимости от режима (ECB, CBC, OFB или CFB) и 
той операции, которую мы хотим произвести (ENC –  шифрование и DEC –  расшифрова-
ние) будут вызывается совершенно различные функции, которые наилучшим образом за-
точены для выполнения конкретной задачи. 

3. Асинхронный ввод и вывод 
Здесь стоит вопрос как эффективно и по максимуму использовать время. Сама 

асинхронность по-настоящему эффективно себя проявляет на шифровании файлов. Обыч-
но файлы хранятся где-то на твердотельных накопителях или на жестких дисках. Ее отту-
да сначала необходимо считать, подгрузить в оперативную память. Операция это доста-
точно медленная, собственно, как и само шифрование данных программным путем в опе-
ративной памяти. В среднем эта скорость около 150 Мб/с, что примерно равно средним 
скоростям работы современных жестких дисков. Здесь мы и применяем асинхронный 
ввод и вывод данных.  

В алгоритмах SDIAES (при шифровании файлов) применяется два (или более) бу-
фера для данных. Как только первый буфер будет заполнен данными он отправляетсяна 
шифрование. И пока шифруется первый буфер, во второй начинается подгрузка данных. 
Потом шифрование переключается на второй буфер данных, а первый записывается на 
носитель. В результате мы эффективно используем время. Носитель информации практи-
чески постоянно загружен на 100% считыванием и записыванием, поскольку процессор 
обрабатывает данные немного быстрее. Ниже приведена картинка, которая графически 
описывает этот процесс. 
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Рис. 4. Схема обработки данных во время шифрования или расшифрования 

E/D – процедура шифрования или расшифрования считанных данных 
R1 – процесс чтения в первый буфер с носителя 
R2 – процесс чтения во второй буфер с носителя 
W1 – процесс записи первого буфера на носитель 
W2 – процесс записи второго буфера на носитель 

 
4. Скажем нет циклам! 
Много – не значит медленно. Есть мнение, что чем меньше программного кода, тем 

он быстрее работает. Казалось бы – да, но на практике это далеко не так. Не известно, как 
компиляторы весь ваш «ужатый» код развёртывают и оптимизируют. Поэтому, если Вам 
действительно важна производительность, то лучше не полениться и прописать все важ-
ные операции самому и очень детально. 

Собственно, первое, что бросается в глаза – это циклы. На организацию циклов 
требуются дополнительные переменные, дополнительная проверка условий и ветвление. 
Поэтому в SDIAES широко применяется развертывание циклов везде, где это возможно и 
разумно. Для примера можно посмотреть на рисунки ниже, где видно, как разворачивают-
ся циклы для раундов шифрования. 

 

 
Рис. 5. Программное шифрование блока данных (128 бит).  

Развертывание циклов для раундов (10, 12 и 14) 
 
5. Указательная арифметика 
В языке С++ есть указатели. Это, по сути, адрес оперативной памяти, к которому 

мы обращаемся. Они применяются для эффективных проходов по массивам данных, по 
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строкам и т.д. Эти указатели можно очень эффективно перемещать по данным, применяя 
незамысловатые префиксные и постфиксные операции сложения или вычитания в сочета-
нии с другими операциями, вместо обычного обращения к массиву по индексу. 

В SDIAES они повсеместно применяются. Особенно это касается функций шифро-
вания и расшифрования файлов. 

 

 
 
Зачастую эти операции применяются в тех же развернутых циклах. Здесь есть про-

стор действий и для самого компилятора. Он может оптимизировать данный код под  
64-разрядные операционные системы, что может значительно увеличить общую скорость 
выполнения. 

6. Особенности библиотеки SDIAES 
Основные особенности реализации SDIAES, которые делают ее такой быстрой, бы-

ли перечислены выше. Но не было сказано, какой действительно функционал она предос-
тавляет. 

На самом деле эта библиотека состоит из трех базисных частей, и эти части разде-
ляются на способы шифрования данных. Так какие же способы могут быть в принципе на 
компьютере? Можно выделить три основных, которые опираются на оборудова-
ние/железо: 

• Программный способ – это обычный и повсеместный способ выполнения про-
граммы. Процессор выполняет различные команды и что-то там шифруется. 

• Аппаратный – этот способ похож на первый. Он тоже от части программный, 
но современные процессоры (или специальные микросхемы) поддерживают алгоритмы 
AES на аппаратном уровне. То есть какие-то операции можно выполнить буквально за па-
рочку процессорных тактов. В данном случае это шифрование раундов. В процессоры уже 
вшиты все необходимые данные для обработки раундов, нам нужно лишь вызвать одну 
ассемблерную команду. Это дает колоссальный прирост производительности по сравне-
нию с полностью программным способом. 

• Шифрование на видеокарте (GPU) – да-да, современные видеокарты обладают 
огромным потенциалом, о котором мало кто подозревает, играя в компьютерные игры. 
Она по сути тоже обрабатывает данные программным способом, и у нее нет аппаратной 
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поддержки AES. Но она выигрывает за счет распараллеливания операций вычисления. 
Например, Вы шифруете данные в режиме ECB при помощи процессора. Вы можете рас-
параллелить процесс шифрования. Но на сколько? Если у вас в процессоре 8 ядер, то бу-
дет 8 потоков. Быстрее в 8 раз. А в видеокарте может быть до 1280 (и более) таких незави-
симых ядер. Прирост скорости в 1280 раз. Ощутимо. 

Все три способа реализация SDIAES поддерживает для всех режимов и длин клю-
чей. Можно написать программу, которая будет использовать данную библиотеку для эф-
фективного шифрования потоков данных в оперативной памяти или больших файлов. Она 
будет запускаться и в автоматическом режиме определять какую реализацию использо-
вать. Программная реализация идет всегда по умолчанию. Она, как правило, самая мед-
ленная. Но можно выполнит запрос: поддерживает ли сам процессор аппаратное шифро-
вание, и если да, то использовать его (он более предпочтителен перед видеокартой). Если 
процессор не поддерживает, то можно узнать поддерживает ли драйвер Вашей видеокар-
ты выполнение программ на ней. Если да, то можно использовать ее. 

Заключение 
В любом случае у программиста будет выбор, как наиболее эффективно использо-

вать ресурсы и оборудование системы, чтобы затратить минимум времени на выполнение 
криптографических операций. И это как раз является ответом на вопрос «Почему?» реали-
зация SDIAES такая быстрая. Данная реализация использует возможности языка С++ и 
возможности самой системы наиболее эффективным способом. И конечно же не малую 
роль играют сами компиляторы, на которых собирается программа. Чем они новее, тем 
лучше выполняются оптимизации кода. 
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ОЦЕНКА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПОРОГА РЕШАЮЩЕЙ СХЕМЫ  
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Аннотация. В современных радиоприемных устройствах порог решающей схемы 
определяется на основе классического байесовского подхода, предполагающего, 
что статистические характеристики сигнала и помех (их смеси) подчиняются апри-
орно известной нормальной плотности распределения вероятностей (ПРВ) мгно-
венных значений огибающей, наблюдаемой на его входе. Это не всегда соответст-
вует реальной обстановке, требующей оценки не только параметров, но и самой 
ПРВ. Применение «наивного» метода Байеса, позволяющего восстановить ПРВ, 
связано с необходимостью обработки статистических данных, снимаемых с опре-
деленного элемента радиоприемного тракта. Статистическая обработка данных за-
ведомо приводит к статистическим погрешностям в определении не только ПРВ, но 
и ее параметров (квантилей). В работе представлены результаты имитационного 
моделирования качества определения порога решающей схемы радиоприемника. 
Показано, что этот порог инвариантен не только к условиям распространения ра-
диоволн, но и к помеховой обстановке. Приведена сравнительная оценка качества 
приема сигналов при отсутствии и наличии предлагаемого анализатора.  
Ключевые слова: мгновенные значения огибающей сигнала, адаптивный порог ре-
шающей схемы приемника, мода сигнала, мода смеси сигнала с помехой, диспер-
сия порога решающей схемы, плотность распределения вероятностей (ПРВ), про-
цедура Парзена. 
 

Введение 
В настоящее время на линиях беспроводной связи широко применяется алгоритм 

решающей схемы радиоприемного устройства, основанный на классическом Байесовском 
подходе. Этот подход предполагает, что плотность распределения мгновенных значений 
огибающей смеси радиоприемного устройства априорно известна. Она основана на основе 
статистики, полученной за предыдущие несколько лет. При этом предполагают, что эта 
ПРВ подчиняется нормальному закону распределения.  

Исследования последних лет, связанных с бурным насыщением эфира радиоизлу-
чениями различных диапазонов волн убедительно показывают, что эти ПРВ лишь в 30% 
сеансов связи подчиняются нормальному, в 60% - релеевскому и в 10% – логарифмически 
нормальному законам распределения [2, 3, 5]. Все это свидетельствует о необходимости 
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текущей оценки ПРВ, отражающей состояние реальной радиотрассы. Возможность вос-
становления текущей ПРВ дает основания для использования «наивного» метода Байеса 
для определения порога решающей схемы радиоприемного устройства. Однако примене-
ние этого метода требует оценки качества определения порога решающей схемы.  

Постановка задачи 
Для повышения помехоустойчивости на линиях современной тропосферной связи 

предлагается использовать адаптивно-непараметрический классификатор, основанный на 
текущем восстановлении плотности распределения (ПРВ) мгновенных значений огибаю-
щей принимаемого сигнала в каждой ветви разнесения.Алгоритм работы восстановления 
ПРВ основан на непараметрической оценке ПРВ Парзена-Розенблатта, анализ которого 
проведен в работах [7-11]. При этом в ходе сеанса связи определяются наиболее вероят-
ные значения сигнала (мода) при отсутствии и наличии помех, устанавливается в соответ-
ствии с реальной обстановкой на линии связи порог решающей схемы, а затем на основе 
сдвига мод принимается решение о вероятности ошибочного приема. Для уточнения каче-
ства определения порога методом имитационного моделирования набиралась достаточная 

статистика (репрезентативная выборка) мод сигнала, мод 
смеси сигнала и помехи, а также порога решающей схемы. 
На основе этих выборок строились ПРВ сигнала, ПРВ смеси 
сигнала с помехой и порога решающей схемы, что позволи-
ло определить дисперсию (разброс) указанных параметров. 
В заключительной части работы приведен график вероятно-
сти ошибочной классификации помех при использовании 
классического байесовского подхода и подхода, основанно-
го на «наивном» методе Байеса.   

Решение задачи 
Оценка ПРВ основывается на рекуррентной парзе-

новской процедуре [10]: 

𝑊𝑊𝑁𝑁(𝑋𝑋) = 𝑊𝑊𝑁𝑁−1(𝑋𝑋) + 1
𝑁𝑁
�𝑊𝑊𝑁𝑁−1(𝑋𝑋) + 1

ℎ𝑁𝑁
𝐾𝐾(𝑦𝑦)�, где: 

N-объем выборки достаточной статистики; 
ℎ𝑁𝑁  – ширина аппроксимирующей функции; 
K(y) – аппроксимирующая функция. 

Обоснование параметров оценки ПРВ представлено в 
работах [7-9]. 

На основе этой процедуры определяются ПРВ сигна-
ла и ПРВ смеси сигнала и помехи. На основе классического 
метода Байеса известно, что ПРВ смеси сигнала и помехи 
будет сдвинута вправо относительно ПРВ сигнала. Место 
пересечения этих двух плотностей и является порогом ре-
шающей схемы радиоприемного устройства, т.е. 

W(Uc)=W(Uc+п) 
На основе полученных значений ПРВ  принимаемого 

сигнала определяется значение ее моды в соответствии с 
выражением: 

Начало 

Ввод исход-
ных данных 

Выбор закона  
распределения 

I= 1…100 

Оценка W(x) 

Определение моды  
и т. пересечения 

Оценка W(x)  
со смещением 

Оценка W(x) для мод 

Вывод  
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8 

Да 
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Рис. 1 
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𝑀𝑀(𝑖𝑖,𝑇𝑇) = max(𝑋𝑋) 𝑊𝑊𝑁𝑁 (𝑋𝑋), 
где i – временной интервал набора достаточной статистики; T – общее время, необходи-
мое для набора статистики на заданном интервале. 

На основе полученных значений ПРВ  принимаемой смеси сигнала и помех опре-
деляется значение ее моды в соответствии с выражением: 

,  
где i – временной интервал набора достаточной статистики; T – общее время, необходи-
мое для набора статистики на заданном интервале. 

В принципе все параметры, необходимые для работы решающей схемы приемника 
определены на основе анализа текущей статистики по мгновенным значениям огибающей 
смеси сигнала и помех, наблюдаемой на входе радиоприемного устройства. При этом в 
дальнейшем вероятность ошибочного приема сигнала определяется, как и при классиче-
ском Байесовском подходе: 

- если UcUпор – принимается решение об отсутствии помех; 
- если UcUпор – принимается решение о наличии помех. 
Учитывая, что порог решающей схемы определялся на основе обработки статисти-

ки, потребовалось уточнение точности его определения. Для этого набиралась статистика 
мод, как наиболее вероятного значения принимаемого сигнала, смеси сигнала и помехи, а 
также самого порога. На основе этих статистик с помощью представленной выше проце-
дуры Парзена были восстановлены ПРВ мод сигнала, смеси сигнала и помехи, а также по-
рога решающей схемы радиоприемного устройства. При этом обработке были подвергну-
ты два наиболее часто встречающихся закона: нормальный и релеевский. 

Алгоритм имитационного моделирования представлен на рис. 1. 
Результаты решения задачи 
Результаты имитационного моделирования в предположении, что статистические 

характеристики сигнала и помехи подчиняются нормальному закону распределения, пред-
ставлены на рис. 2. 

Нормальный закон распределения 
 

 
Рис. 2 

По осям графика отложены: ордината плотность распределения вероятности, по 
оси абсцисс – интервал восстановления ПРВ. При этом 1-я кривая – это ПРВ сигнала,  
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2-я – ПРВ смеси сигнала и помехи. Точка их пересечения является порогом решающей 
схемы (6). Следующие три кривые на том же графике характеризуют ПРВ мод сигнала (3), 
ПРВ смеси сигнала с помехой (4) и ПРВ порога решающей схемы (5). Из графика видно, 
что порог решающей схемы приемника (6), определенный как на основе обработки стати-
ки мгновенных значений сигнала и смеси сигнала и помех размещается в той же точке, 
что и определенный на основе сдвига мод сигнала и смеси сигнала и помех. Это свиде-
тельствует о высоком качестве определения порога решающей схемы приемника, полу-
ченного на основе текущей статистики, снимаемой на реальной трассе в любых климати-
ческих условиях.  

Релеевский закон распределения. 
Результаты имитационного моделирования в предположении, что статистические 

характеристики сигнала и помехи подчиняются релеевскому закону распределения, пред-
ставлены на рис. 3. 

 

 
Рис. 3 

 
Выводы по работе. 
1. Современные быстродействующие микропроцессорные вычислительные сис-

темы позволяют обрабатывать объемы достаточной статистики (100 независимых отсче-
тов мгновенных значений огибающей принимаемого сигнала) в реальном масштабе вре-
мени.  

2. В свою очередь, это позволяет, не увеличивая массо-габаритные показатели со-
временных беспроводных систем связи, повысить их эффективность работы в условиях 
непараметрической неопределенности относительно сигналов и помех. 
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