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В работе развивается семимартингальный (траекторный) подход к описанию и моделированию 

многофазных СМО. Рассмотрены модели с блокировкой и задержкой заявок при многоэтапном 

обслуживании. Показан переход от математической модели к итерационным формулам, по ко-

торым проводится имитационное моделирование. 
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Введение 

Теория массового обслуживания (ТМО) занимается анализом процессов в системах 

производства, обслуживания, управления, в которых однородные события повторяются 

многократно, например, на предприятиях бытового обслуживания, в системах приема, пе-

реработки и передачи информации, автоматических линиях производства [1]. При этом 

очень часто обслуживание может состоять в последовательном прохождении нескольких 

обслуживающих приборов. Системы массового обслуживания (СМО), описывающие та-

кого рода процессы принято называть многофазными, а обслуживание многоэтапным [2].  

Существует два основных способа описания и моделирования СМО: марковский (см., 

например, работы [3-5]) и семимартингальный (см., например, работы [6-12]). Известно, 

что многофазные СМО даже с простейшим входящим потоком часто являются немарков-

скими. И аналитическое исследование моделей возможно только для некоторых частных 

случаев. Поэтому основным способом исследования многофазных СМО является имита-

ционное моделирование. Семимартингальное (траекторное) описание многофазных СМО 

(в терминах считающих процессов [13]) позволяет легко переходить от математической 
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модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное моделирова-

ние. Выбор в пользу семимартингального описания подкрепляется еще и тем фактом, что 

любой случайный процесс в дискретном времени является семимартингалом [13]. Поэто-

му в данной работе выбрано семимартингальное описания СМО в терминах точечных 

(считающих) процессов и их компенсаторов [13]. 

Чтобы продемонстрировать возможности и простоту использования семимартингаль-

ного подхода рассмотрены две типичные ситуации, встречающиеся в многофазных СМО: 

блокировка и задержка заявок. 

Блокировка означает, что узел обслуживания (обслуживающий прибор) заблокирован, 

если обслуживание заявки в данном узле завершено, а следующий узел не готов к приему 

требования по той причине, что в ней не закончено обслуживание. Принимается также, 

что если узел занят или заблокирован, то очередное входящее требование встает в оче-

редь. Таким образом в системе могут быть следующие состояния: "узел свободен", "узел 

занят", "узел заблокирован" [14]. 

Задержка означает, что в систему поступают заявки, которые после обслуживания в 

текущем узле отправляются на обслуживание в следующий узел не мгновенно, а со слу-

чайной, в общем случае, задержкой. 

1. Математическая модель СМО с блокировкой в многоэтапном об-

служивании 

Рассмотрим СМО с блокировкой, в которую поступают заявки, образующие простей-

ший поток с интенсивностью λ1 > 0 (см. рис.1). Если первый узел занят, то вновь посту-

пившая заявка встает в очередь (размер очереди неограничен). Если второй узел занят, то 

заявка, завершившая обслуживание в первом узле остается в нем (блокирует поступление 

заявок на обслуживание в первый узел). 

 

Рис.1. Схема многоэтапной СМО с блокировкой 

Введем считающие процессы: 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 - число заявок, поступивших в систему за 

время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1 = 0; 𝐷𝑖 = (𝐷𝑡

𝑖)𝑡≥0- число обслуженных заявок в 𝑖 -том узле (𝑖 = 1,2) за 

время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
𝑖 = 0.  

Пусть 𝑄𝑖 = (𝑄𝑡
𝑖)𝑡≥0- число заявок в 𝑖 -том узле (𝑖 = 1,2) в момент 𝑡 ≥ 0. То есть в мо-

мент 𝑡 ≥ 0 𝑄𝑡
1 = 0, если узел 1 свободен и очереди нет; 𝑄𝑡

1 = 1, если узел 1 занят и очере-

ди нет; вообще 𝑄𝑡
1 = 𝑘, если узел 1 занят, и в очереди 𝑘 − 1 заявка (𝑘-целое положитель-
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ное число). Для заявок во втором узле, в момент 𝑡 ≥ 0 𝑄𝑡
2 = 0, если узел 2 свободен; 

𝑄𝑡
2 = 1, если узел 2 занят, и первый узел не заблокирован; 𝑄𝑡

2 = 2, если узел 2 занят, и за-

блокирован первый узел. Тогда можно написать основное балансовое соотношение для 

заявок в первом узле: 

𝑄𝑡
1 = 𝑄0

1 + 𝐴𝑡
1 − 𝐷𝑡

1,     (1) 

Аналогично, основное балансовое соотношение для заявок во втором узле:  

𝑄𝑡
2 = 𝑄0

1 + 𝐷𝑡
1 − 𝐷𝑡

2,     (2) 

где 𝑄0
𝑖 ≥ 0- число заявок в 𝑖 -том узле (𝑖 = 1,2) в момент времени 𝑡 = 0 и 𝐴0

𝑖 = 𝐷0
𝑖 = 0. 

Точечные процессы 𝐴1,𝐷1,  𝐷2 определяются своими компенсаторами  𝐴 1 = (𝐴 𝑡
1)𝑡≥0 и  

𝐷 𝑖 = (𝐷 𝑡
𝑖)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов [13]: 

𝐴𝑡
1 = 𝐴 𝑡

1 + 𝑚𝑡
𝐴1

,      (3) 

𝐷𝑡
𝑖 = 𝐷 𝑡

𝑖 + 𝑚𝑡
𝐷𝑖

,      (4) 

где 𝐴 1 и 𝐷 𝑖- неубывающие предсказуемые процессы 𝑚𝐴1
и 𝑚𝐷𝑖

- мартингалы, 𝑖 = 1,2. 

Для рассматриваемой в данной работе СМО 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0- пуассоновский процесс с 

компенсатором: 

𝐴𝑡
1 = 𝜆1 ∙ 𝑡, 𝜆1 > 0.     (5) 

Компенсатор для процесса 𝐷1 = (𝐷𝑡
1)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
1 =  𝜇1

𝑡

0
𝐼(𝑄𝑠

1 > 0, 𝑄𝑠
2 ≤ 1)𝑑𝑠,    (6) 

где 𝐼(∙) - индикаторная функция. Интенсивность обслуживания заявок в первом узле оп-

ределяется числом заявок в первом и во втором узле, т.е. если второй узел уже занят заяв-

кой, то обслужившаяся заявка из первого узла блокируется в первом узле и ожидает своей 

очереди. 

Компенсатор для процесса 𝐷2 = (𝐷𝑡
2)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
2 =  𝜇2

𝑡

0
𝐼(𝑄𝑠

2 > 0)𝑑𝑠,     (7) 

то есть заявки обслуживаются, если второй узел не свободен. 

 

Рис.2. Схема многоэтапной СМО с задержкой 

2. Математическая модель СМО с задержкой в многоэтапном обслу-

живании 

Рассмотрим СМО с задержкой, в которую поступают заявки, образующие простейший 

поток с интенсивностью λ1 > 0 (см. рис.2). Заявка, обслужившаяся в первом узле, посту-
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пает во второй узел с задержкой, распределенной равномерно на интервале  1; 2 . Если 

очереди нет, то она начинает обслуживаться, если узел 2 занят, то встает в очередь. Разме-

ры очередей перед обоими узлами неограничены. 

Введем считающие процессы: 𝐴𝑖 = (𝐴𝑡
𝑖 )𝑡≥0 - число заявок в -том узле (𝑖 = 1,2), по-

ступивших в систему за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
𝑖 = 0; 𝐷𝑖 = (𝐷𝑡

𝑖)𝑡≥0- число обслуженных заявок в 𝑖-

том узле (𝑖 = 1,2) за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
𝑖 = 0.  

Пусть 𝑄𝑖 = (𝑄𝑡
𝑖)𝑡≥0- число заявок в -том узле (𝑖 = 1,2) в момент 𝑡 ≥ 0. То есть в мо-

мент 𝑡 ≥ 0 𝑄𝑡
𝑖 = 0, если узел  𝑖  свободен и очереди нет; 𝑄𝑡

𝑖 = 1, если узел 𝑖 занят и очере-

ди нет; вообще 𝑄𝑡
𝑖 = 𝑘, если узел 𝑖  занят, и в очереди 𝑘 − 1 заявка (𝑘-целое положитель-

ное число). 

Основное балансовое соотношение для заявок в первом узле:  

𝑄𝑡
1 = 𝑄0

1 + 𝐴𝑡
1 − 𝐷𝑡

1,     (8) 

Основное балансовое соотношение для заявок во втором узле в момент времени 𝑡 ≥ 0:  

𝑄𝑡
2 = 𝑄0

2 + 𝐴𝑡
2 − 𝐷𝑡

2,     (9) 

где 𝑄0
𝑖 ≥ 0- число заявок в 𝑖 -том узле (𝑖 = 1,2) в момент времени 𝑡 = 0  и 𝐴0

𝑖 = 𝐷0
𝑖 = 0. 

Для рассматриваемой в данной работе СМО 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0- пуассоновский процесс с 

компенсатором: 

𝐴𝑡
1 = 𝜆1 ∙ 𝑡, 𝜆1 > 0,     (10) 

Число заявок во втором узле определяется формулой: 

𝐴𝑡
2 =  𝐼 𝑡 ≥ 𝜎𝑖 + 𝜏𝑖 ,

𝐷𝑡
1

𝑖=1     (11) 

где 𝜎𝑖 = 𝑖𝑛𝑓 𝑡: 𝐷𝑡
1 = 𝑖  - момент выхода 𝑖 -той заявки из первого узла, 𝜏𝑖~ℝ 1; 2  – за-

держка, которая происходит после обслуживания заявок в первом узле, при переходе во 

второй узел. 

Компенсатор для процесса 𝐷1 = (𝐷𝑡
1)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
1 =  𝜇1

𝑡

0
𝐼(𝑄𝑠

1 > 0)𝑑𝑠,    (12) 

где 𝐼(∙) - индикаторная функция, то есть заявки обслуживаются, если первый узел не сво-

боден. Компенсатор для процесса 𝐷2 = (𝐷𝑡
2)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
2 =  𝜇2

𝑡

0
𝐼(𝑄𝑠

2 > 0)𝑑𝑠,     (13) 

заявки обслуживаются, если второй узел не свободен. 

3. Компьютерная модель СМО с блокировкой в многоэтапном об-

служивании 

Выведем формулы, позволяющие произвести имитационное моделирование СМО. На 

стохастическом базисе 𝐵 = (𝛺, ℱ, 𝐹 = (ℱ𝑡)𝑡≥0, 𝑃) из формул (1)-(7) можно получить сле-

дующие соотношения: 

 𝑃 𝐴𝑡+𝛥
1 − 𝐴𝑡

1 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜆1 ∙ ∆ + 𝑜 ∆ ,     (14) 

 𝑃 𝐷𝑡+𝛥
1 − 𝐷𝑡

1 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜇1 ∙ 𝐼 𝑄𝑠

1 > 0, 𝑄𝑠
2 ≤ 1 ∙ ∆ + 𝑜(∆),  (15) 

 𝑃 𝐷𝑡+𝛥
2 − 𝐷𝑡

2 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜇2 ∙ 𝐼 𝑄𝑠

2 > 0 ∙ ∆ + 𝑜(∆)   (16) 
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Формулы (14)-(16) позволяют, основываясь на понятии геометрической вероятности, 

провести имитационное моделирование. А именно, введя дискретизацию (шаг по време-

ни) ∆ из условия 𝜆𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝜇𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝑖 = 1,2 получим следующие итерационные формулы 

(для вычисления последующих значений через предыдущие) [8]: 

𝐴𝑡+∆
1 = 𝐴𝑡

1 + 𝛿 𝜆1 ,      (17) 

𝐷𝑡+∆
1 = 𝐷𝑡

1 + 𝐼 𝑄𝑠
1 > 0, 𝑄𝑠

2 ≤ 1 ∙ 𝛿 𝜇1 ,   (18) 

𝐷𝑡+∆
2 = 𝐷𝑡

2 + 𝐼 𝑄𝑠
2 > 0 ∙ 𝛿 𝜇2 ,    (19) 

где 𝛿 𝛾 =  
1, с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
  

Для построения компьютерной модели использовался язык программирования Delphi, 

построены графики входящих/исходящих потоков, числа заявок в СМО (см. рис.3). 

 

Рис.3. Форма программы с выводом всех графиков для параметров: 𝐓 = 𝟏𝟎, 𝐍 = 𝟓𝟎, ∆= 𝟎, 𝟎𝟎𝟏, 𝛌𝟏 = 𝟏, 

𝛍𝟏 = 𝟐, 𝛍𝟐 = 𝟏. 

4. Компьютерная модель СМО с задержкой в многоэтапном обслу-

живании 

Выведем формулы, позволяющие произвести имитационное моделирование. Из фор-

мул (8)-(13) можно получить следующие соотношения: 

𝑃 𝐴𝑡+𝛥
1 − 𝐴𝑡

1 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜆1 ∙ ∆ + 𝑜 ∆ ,     (20) 

𝑃 𝐷𝑡+𝛥
1 − 𝐷𝑡

1 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜇1 ∙ 𝐼 𝑄𝑠

1 > 0 ∙ ∆ + 𝑜(∆),   (21) 

𝑃 𝐷𝑡+𝛥
2 − 𝐷𝑡

2 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜇2 ∙ 𝐼 𝑄𝑠

2 > 0 ∙ ∆ + 𝑜(∆).   (22) 

Введя дискретизацию (шаг по времени) ∆ из условия 𝜆𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝜇𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝑖 = 1,2 по-

лучим следующие итерационные формулы [8]: 
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𝐴𝑡+∆
1 = 𝐴𝑡

1 + 𝛿 𝜆1 ,         (23) 

𝐷𝑡+∆
1 = 𝐷𝑡

1 + 𝐼 𝑄𝑠
1 > 0 ∙ 𝛿 𝜇1 ,    (24) 

𝐴𝑡+∆
2 = 𝐴𝑡

2 + 𝐼(𝜎 𝐷𝑡+∆
1  + 𝜏 𝐷𝑡+∆

1  = 𝑡 + ∆),   (25) 

𝐷𝑡+∆
2 = 𝐷𝑡

2 + 𝐼 𝑄𝑠
2 > 0 ∙ 𝛿 𝜇2 ,    (26) 

где 𝛿 𝛾 =  
1, с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
  

Для построения компьютерной модели использовался язык программирования Delphi, 

построены графики входящих/исходящих потоков, числа заявок в СМО (см. рис.4). 

 

Рис.4. Форма программы с выводом всех графиков для параметров: 𝐓 = 𝟏𝟎, 𝐍 = 𝟓, ∆= 𝟎, 𝟎𝟎𝟏, 𝛌𝟏 = 𝟏, 

𝛌𝟐 = 𝟏, 𝛍𝟏 = 𝟐, 𝛍𝟐 = 𝟐. 

Заключение 

В результате выполнения данной работы были построены модели СМО с блокировкой 

и задержкой при многоэтапном обслуживании. Продемонстрированы возможности и про-

стота использования семимартингального подхода при моделировании многофазных 

СМО. Показан переход от математической модели к итерационным формулам, по кото-

рым проводится имитационное моделирование. 
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