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В работе представлена оптимизация в математической модели многоканальной СМО с нетер-

пеливыми заявками, описанной в терминах точечных процессов. Показан переход от матема-

тической модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное моделиро-

вание. 
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Введение 

Системы массового обслуживания (СМО), в которых время ожидания в очереди или 

пребывания в системе (и в очереди, и под обслуживанием) ограничено, принято называть 

СМО с «нетерпеливыми» заявками. Практический и теоретический интерес (см., напри-

мер, [1-5] и ссылки в них) к таким системам обусловлен возможностью их широкого при-

менения. 

Работ с оптимизацией в СМО тоже достаточно много (см., например, [6-7] и ссылки в 

них). С другой стороны, оптимизационные модели в многоканальных СМО с «нетерпели-

выми» заявками практически не представлены в литературе.  

Это связано, на наш взгляд, с двумя причинами. Во-первых, СМО с «нетерпеливыми» 

заявками являются зачастую немарковскими и аналитическое исследование таких моделей 

сильно затруднено и возможно лишь для небольшого количества частных случаев. Поэто-

му основным способом исследования таких СМО является имитационное моделирование. 

Но в традиционных средах имитационного моделирования (GPSS, AnyLogic и т.д.) нет 

встроенных средств моделирования «нетерпения». Это вторая причина. Для многоканаль-
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ных немарковских СМО с нетерпеливыми заявками можно, конечно, применять аппрок-

симацию непоказательных распределений распределениями фазового типа [8], но слож-

ность таких аппроксимаций быстро растет с увеличением числа каналов в СМО.  

В данной работе представлена модель СМО с «нетерпеливыми» заявками и оптимиза-

цией числа обслуживающих каналов в семимартингальных терминах [9]. Семимартин-

гальное (траекторное) описание СМО (в терминах считающих процессов и их компенса-

торов [9-13]) позволяет легко переходить от математической модели к итерационным 

формулам, по которым проводится имитационное моделирование, а сложность математи-

ческой и компьютерной модели практически не растет с ростом числа каналов в СМО.  

Чтобы продемонстрировать возможности и простоту использования семимартингаль-

ного подхода, рассмотрен классический случай Баррера [14-15] с постоянным временем 

«терпения». Случай произвольного распределение времени ожидания «нетерпеливых» 

заявок будет рассмотрен в последующих публикациях. 

1. Постановка задачи 

Данная работа является продолжением работы [13], только вместо «нетерпеливости» 

времени ожидания рассматривается случай «нетерпеливости» времени пребывания в 

СМО. Рассмотрим систему массового обслуживания с ограниченным временем пребыва-

ния 𝜏 = const, с пуассоновским входящим потоком с интенсивностью  λ > 0, состоящую 

из 𝑛 приборов и имеющую общую неограниченную очередь. Обслуживание экспоненци-

альное с интенсивностью µ > 0. Согласно бесприоритетной дисциплине обслуживания, 

выбор заявок из очереди на обслуживание осуществляется в порядке поступления в сис-

тему по правилу FIFO. Система имеет неограниченную очередь, то есть, если в системе 

нет свободных приборов, то заявка отправляется в очередь и там ожидает обслуживания. 

Далее, если заявка пробудет в системе не дольше, чем 𝜏, то она получит обслуживание, 

иначе – уйдет из системы, либо совсем не дождавшись обслуживания, либо получив его 

только частично, так как время пребывания заявки в системе ограничено значением 𝜏.  

Очевидно, что при увеличении количества приборов, количество «нетерпеливых» от-

казов будет уменьшаться, соответственно, большее количество заявок сможет обслужить-

ся и принести прибыль (в экономической интерпретации). С другой стороны, с ростом 

числа количества приборов растет и оплата за обслуживание приборов. Возникает задача 

поиска компромисса между ростом количества приборов (выгода от уменьшения «нетер-

пеливых» отказов) и оплатой за обслуживание большего количества приборов. 

Рассмотрим функционал потерь 

Ф 𝑛, 𝑇 = 𝛼 ∙ 𝑛 ∙ 𝑇 + 𝛽 ∙ 𝐹 𝑛, 𝑇 ,                                              (1) 

где константы 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑇 – время работы СМО, 𝑛 – количество приборов, 𝐹 𝑛, 𝑇  – число 

«нетерпеливых» отказов за время 𝑇. Первое слагаемое – это плата за обслуживание 𝑛 при-

боров за время 𝑇. Второе слагаемое – это упущенная прибыль от «нетерпеливо» ушедших 

за время 𝑇 заявок. Требуется методами имитационного моделирования провести целочис-
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ленную оптимизацию работы СМО, найдя значения 𝑛, доставляющие минимум функцио-

налу (1). 

2. Математическая модель 

Опишем модель СМО с нетерпеливыми заявками для 𝑛 приборов (см. рис.1). 

 

Рис.1. Схема многоканальной СМО с нетерпеливыми заявками для 𝑛 приборов 

Для описания СМО с ограниченным временем пребывания введѐм считающие про-

цессы [9]: 𝐴 = (𝐴𝑡)𝑡≥0 – число заявок, поступивших в СМО за время 𝑡 ≥ 0 , 𝐴0 = 0, 

𝐷 = (𝐷𝑡)𝑡≥0 – число обслуженных заявок в СМО за время 𝑡 ≥ 0 , 𝐷0 = 0, 𝐹 = (𝐹𝑡)𝑡≥0 – 

число заявок, которые «нетерпеливо» покинули СМО за время 𝑡 ≥ 0 , 𝐹0 = 0. 

Тогда для 𝜉𝑡   – числа заявок в СМО в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следую-

щее основное балансовое соотношение:  

𝜉𝑡 = 𝜉0 + 𝐴𝑡 − 𝐷𝑡 − 𝐹𝑡  ,                                                     (2) 

где 𝜉0 ≥ 0 - число заявок в СМО при 𝑡 = 0. Точечные процессы A, D определяются своими 

компенсаторами 𝐴 = (𝐴 𝑡)𝑡≥0 и 𝐷 = (𝐷 𝑡)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера 

для субмартингалов [9]:  

𝐴𝑡 = 𝐴 𝑡 + 𝑚𝑡
𝐴,                                                                   (3)  

𝐷𝑡 = 𝐷 𝑡 + 𝑚𝑡
𝐷,                                                                   (4) 

где 𝐴   и 𝐷  - неубывающие предсказуемые процессы, 𝑚𝑡
𝐴 и 𝑚𝑡

𝐷- мартингалы.  

Для рассматриваемой в данной работе СМО c нетерпеливыми заявками 𝐴 = (𝐴𝑡)𝑡≥0 - 

пуассоновский процесс с компенсатором:  

𝐴 𝑡 = 𝜆 ∙ 𝑡, 𝜆 > 0.                                                               (5)  
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Компенсатор для процесса определяется следующим соотношением:  

𝐷 𝑡 =  µ ∙ 𝑚𝑖𝑛⁡(𝜉𝑠 , 𝑛)  𝑑𝑠
𝑡

0
 ,                                                     (6)  

то есть интенсивность обслуживания заявок определяется числом заявок, находящихся в 

СМО и числом обслуживающих приборов. Каждая заявка, поступающая в систему обслу-

живания, может находиться в системе не более чем время 𝜏. Для того, чтобы новая заявка 

обслужилась, необходимо, чтобы заявки (включая новую заявку и те, которые пришли 

раньше неѐ) успели обслужиться за время 𝜏. Соответственно, число заявок, которые не 

дождались обслуживания за время 𝜏 + 𝑡, можно определить по формуле:  

𝐹𝑡+𝜏 =  (𝐼 𝐷𝑠+𝜏 − 𝐷𝑠 < 𝜉𝑠−)𝑑𝐴𝑠
𝑡

0
,                                      (7) 

где 𝜉𝑡−– число заявок в СМО в момент прихода заявки в момент времени 𝑡, 𝜏 – время пре-

бывания. Другими словами, для того, чтобы заявка, пришедшая в момент времени 𝑡, ушла 

из СМО в момент времени 𝑡 + 𝜏, необходимо и достаточно, чтобы за время от 𝑡 до 𝑡 + 𝜏 

было обслужено не больше чем 𝜉𝑡− заявок (то есть к моменту 𝑡 + 𝜏 обслуживание либо не 

завершилось, либо не успело начаться), где 𝜉𝑡− - число заявок в СМО в момент прихода 

новой заявки. 

3. Результаты компьютерного моделирования 

Выведем формулы, позволяющие произвести имитационное моделирование. Из фор-

мул (2)-(6) можно получить следующие инфинитезимальные соотношения [9-10]: 

𝑃 𝐴𝑡+𝛥 − 𝐴𝑡 = 1 ℱ𝑡
  = 𝜆 ∙ ∆ + 𝑜 ∆ ,     (8) 

𝑃 𝐷𝑡+𝛥 − 𝐷𝑡 = 1 ℱ𝑡
  = min⁡(𝑛, 𝜉𝑡) ∙ 𝜇 ∙ ∆ + 𝑜(∆).   (9) 

Введя дискретизацию (шаг по времени) ∆ из условия 𝜆 ∙ ∆≪ 1, 𝑛𝜇 ∙ ∆≪ 1, получим 

следующие итерационные формулы (10)-(11). 

𝐴𝑡+∆ = 𝐴𝑡 + 𝛿 𝜆 ,         (10) 

𝐷𝑡+∆ = 𝐷𝑡 + 𝛿 min⁡(𝑛, 𝜉𝑡)𝜇 ,     (11) 

где 𝛿 𝛾 =  
1,   с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
  

Чтобы получить итерационную формулу для 𝐹 продифференцируем (7): 𝑑𝐹𝑡+𝜏 =

(𝐼 𝐷𝑡+𝜏 − 𝐷𝑡 < 𝜉𝑡−)𝑑𝐴𝑡 . Заменим дифференциалы конечными разностями: 

ttttt
ADDIF 


)( 

 ,где 
ttt

AAA 


, 

tttttt
ADDIFF 


)( 

 ,
 

 tttttt
ADDIFF 


)( 

 . (12) 

Формула (12) позволяет пересчитывать значение F при переходе от t к t . 

Очевидно, что при  t0  𝐹𝑡 = 0. 

Замечание. При моделировании можно считать СМО без 𝐹 (𝐹 = 0) до времени 𝜏, по-

сле этого в момент 𝜏 + ∆  моделируется F по формуле (12), используя сохраненные зна-
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чения в предыдущие моменты времени (нужно знать 0000 0  ,,,,   FAAADD ) и 

т.д. 

Практическая реализация СМО осуществлена с помощью программы, реализованной 

в среде Delphi 7 (см. рис. 2).  

 

Рис.2. Диалоговое окно программы. Практическая реализация оптимизации в СМО с «нетерпеливыми» 

заявками в среде Delphi 

 

По оси Ох указано количество приборов n, по оси Оу – значения 

функционала потерь Ф(n, T), усредненые по 100 прогонам 

программы, имитирующей работу СМО в течение времени T. 

Рис.3. Оптимизация при параметрах: T =30,  ∆=0,01, λ =1, µ =3 , n =1…15 (при n = 1 значение функционала 

больше 10 и не представлено на рисунке).   

На рис. 3 представлены результаты моделирования функционала Ф 𝑛, 𝑇 . Видно, что 

при увеличении количества приборов до оптимального (𝑛 = 3) значение Ф(𝑛, 𝑇) 
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уменьшается, дальнейшее увеличение количества приборов нецелесообразно, так как вы-

года от уменьшения количества необслуженных заявок не компенсируется стоимостью 

обслуживания большого количества приборов. 
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