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В работе рассмотрен метод оптимальной дискретной фильтрации линейных динамических сис-

тем с мультипликативными помехами. Сформулирован алгоритм дискретной фильтрации и на-

чальные условия для его запуска. Рассмотрен простой пример фильтрации скалярного сигнала. 

Проведено компьютерное моделирование на языке Matlab. 
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Введение 

Фильтрация сигналов на фоне помех является одним из главных направлений иссле-

дований в современной теории управления и коммуникации, так как имеет множество 

важных инженерных приложений. Метод оптимальной дискретной фильтрации Калмана 

[1] с момента открытия в 60-х гг. остается и сейчас одним из самых известных математи-

ческих инструментов, применяемых для решения практических задач в силу своей рекур-

рентной структуры, идеально подходящей для реализации на ЭВМ. В настоящее время 

теория калмановской фильтрации широко развита и применяется для решения задач из 

разных областей науки [2]. 

На практике часто возникают задачи оценивания сигнала, искаженного мультиплика-

тивными помехами. Причинами возникновения мультипликативных помех являются 

ошибки моделирования, линеаризации, квантования, явления феддинга и замирания в ка-

налах связи, случайные нарушения в динамике системы или в сенсорах [3, с. 137]. 
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В работе [4] представлен метод оптимальной дискретной фильтрации линейных ди-

намических систем с мультипликативными помехами, основанный на фильтре Калмана. В 

настоящее время задача фильтрации сигнала, искаженного мультипликативными помеха-

ми, остается актуальной, о чем свидетельствует множество недавних работ (см., например, 

[5–8]). 

Целью настоящей работы является исследование указанного метода, формулировка 

соответствующего алгоритма и его программная реализация на языке Matlab. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим дискретную линейную динамическую систему, представленную уравнениями 

состояния и сенсора  

 
𝑥𝑡 =  Φ + ΔΦ𝑡−1 𝑥𝑡−1 + Γ𝑤𝑡−1,

𝑧𝑡 =  𝐻 + Δ𝐻𝑡 𝑥𝑡 + 𝑣𝑡 ,    𝑡 = 1,2, …
      (1) 

где ΔΦ𝑡 , Δ𝐻𝑡  – случайные стационарные процессы типа белого шума с нулевым средним 

значением и ограниченными ковариациями. Предполагаем, что процессы 𝑤𝑡 , 𝑣𝑡 , ΔΦ𝑡 , 

Δ𝐻𝑡  – взаимно не коррелированы. Начальное значение вектора состояния 𝑥0 – гауссовский 

случайный вектор с нулевым средним и матрицей ковариации 𝑃0. 

В [4] представлен оптимальный дискретный фильтр, минимизирующий среднеквадра-

тические значения ошибок оценивания 𝑒𝑡 = 𝑥𝑡 − 𝑥 𝑡 . 

ТЕОРЕМА 1. [4] Оптимальный линейный фильтр для 𝑥𝑡  по данным измерений  𝑧𝑗 , 𝑗 ≤

𝑡  определяется уравнением 

𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡|𝑡−1 + 𝐾𝑡 𝑧𝑡 − 𝐻𝑥 𝑡|𝑡−1 ,      (2) 

где 

𝐾𝑡 = 𝛴𝑡𝐻
𝑇𝑅𝜈,𝑡

−1         (3) 

выбирается так, что оценка 𝑥 𝑡  удовлетворяет уравнению Винера-Хопфа 

𝐸 𝑒𝑡𝑧𝑗
𝑇 = 0,  𝑗 ≤ 𝑡, 

при этом 

 𝑥 𝑡|𝑡−1 = 𝛷𝑥 𝑡 ,          (4) 

𝛴𝑡 = 𝐸 [𝑥𝑡 − 𝑥 𝑡|𝑡−1][𝑥𝑡 − 𝑥 𝑡|𝑡−1]𝑇 = 𝛷 𝐼 − 𝐾𝑡−1𝐻 𝛴𝑡−1𝛷
𝑇 + 𝑄𝑡

𝛷 + 𝛤𝑄𝛤𝑇, (5) 

𝑅𝜈,𝑡 = 𝐸 𝜈𝑡𝜈𝑡
𝑇 = 𝐻𝛴𝑡𝐻

𝑇 + 𝑅𝑡
𝐻 + 𝑅,       (6) 

𝑋𝑡 = 𝐸 𝑥𝑡𝑥𝑡
𝑇 = 𝛷𝑋𝑡−1𝛷

𝑇 + 𝑄𝑡−1
𝛷 + 𝛤𝑄𝛤𝑇 ,      (7) 

𝜈𝑡 = 𝑧𝑡 − 𝐻𝑥 𝑡|𝑡−1,         (8) 

𝐸 𝑤𝑡𝑤𝑗
𝑇 = 𝑄𝛿𝑡𝑗 ,  𝐸 𝑣𝑡𝑣𝑗

𝑇 = 𝑅𝛿𝑡𝑗 ,      (9) 
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𝐸 𝛥𝛷𝑡𝑋𝑡𝛥𝛷𝑡
𝑇 = 𝑄𝑡

𝛷 , 𝐸 𝛥𝐻𝑡𝑋𝑡𝛥𝐻𝑡
𝑇 = 𝑅𝑡

𝐻.     (10) 

Перед тем, как записать вычислительный алгоритм оптимальной дискретной фильт-

рации, сформулируем начальные условия запуска алгоритма. 

2. Начальные условия запуска алгоритма 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1. Положим начальную оценку 𝑥 0|−1 вектора состояния 𝑥0 дискрет-

ной линейной динамической системы (1) равной 𝑥 0. Тогда начальные значения 𝛴0 и 𝑋0 для 

вычисления матриц 𝛴𝑡  и 𝑋𝑡  по уравнениям (5) и (7) задаются в виде: 

 𝑋0 = 𝑃0 + 𝑥 0𝑥 0
𝑇 ,        (11) 

  𝛴0 = 𝑋0 − 𝑥 0𝑥 0
𝑇 .        (12) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем (11). Согласно определению матрицы ковариаций, 

𝑃0 = 𝐸 [𝑥0 − 𝑥 0][𝑥0 − 𝑥 0]𝑇 = 𝐸 𝑥0𝑥0
𝑇 − 𝐸 𝑥 0𝑥0

𝑇 − 𝐸 𝑥0𝑥 0
𝑇 + 𝐸 𝑥0𝑥 0

𝑇 = 𝑋0 − 𝑥 0𝑥 0
𝑇 , от-

куда сразу же следует (11). Теперь докажем (12). 

Σ0 = 𝐸 [𝑥0 − 𝑥 0|−1][𝑥0 − 𝑥 0|−1]𝑇 = 𝐸 𝑥0𝑥0
𝑇 − 𝐸 𝑥 0|−1𝑥0

𝑇 − 𝐸 𝑥0𝑥 0|−1
𝑇  + 𝐸 𝑥 0|−1𝑥 0|−1

𝑇  

= 𝑋0 − 𝑥 0𝑥 0
𝑇 − 𝑥 0𝑥 0

𝑇 + 𝑥 0𝑥 0
𝑇 = 𝑋0 − 𝑥 0𝑥 0

𝑇 .
 

∎ 

3. Алгоритм оптимальной дискретной фильтрации 

Запишем вычислительный алгоритм оптимальной фильтрации для дискретной линей-

ной динамической системы с мультипликативными помехами. 

АЛГОРИТМ 1. 

I. Инициализация. 

1) Положить 𝑥 0|−1 = 𝑥 0. 

2) Найти X0 согласно (11). 

3) Найти   𝛴0 согласно (12). 

4) Найти 𝑅𝜈,0 согласно (6) и (10). 

5) Найти   𝐾0 согласно (3). 

II. Вычисления. 

Для 𝑡 = 1,2, … , 𝑁 вычислить: 

1)  𝑥 𝑡|𝑡−1 согласно (4); 

2) 𝛴𝑡  согласно (5) и (10); 

3) 𝑋𝑡  согласно (7) и (10); 

4) 𝑅ν,𝑡  согласно (6) и (10); 

5) 𝐾𝑡  согласно (3); 

6) 𝑥 𝑡  согласно (2). 
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4. Результаты компьютерного моделирования 

Проведем компьютерное моделирование работы алгоритма дискретной фильтрации. 

Рассмотрим следующий пример системы первого порядка. 

Пример 1. [1] Дискретная стохастическая модель скалярного сигнала задана уравне-

нием состояния 

𝑥𝑡+1 =  0.5 + ΔΦ𝑡 𝑥𝑡 + 𝑤𝑡  .       

Модель сенсора задана в виде 

𝑧𝑡+1 =  1.0 + Δ𝐻𝑡 𝑥𝑡 + 𝑣𝑡  .       

Значения ковариаций мультипликативных и аддитивных помех заданы как 𝐸 ΔΦ𝑡
2 =

𝐸 Δ𝐻𝑡
2 = 0.01 и 𝑄 = 𝑅 = 1.0. Начальное значение скалярного сигнала 𝑥0 = 𝒩(𝑥 0, 𝑃0), 

где 𝑥 0 = 0.5 и 𝑃0 = 1000. 

 

Рис. 1. Результаты компьютерного моделирования дискретной фильтрации скалярного сигнала 

 

Рис. 2. График сходимости матрицы усиления K дискретного фильта к оптимальному значению. 
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Проведем компьютерное моделирование на языке Matlab. Полученные численные ре-

зультаты представлены на рисунках 1 и 2. На рис. 1 приведены графики точных значений 

сигнала 𝑥𝑡 , измерений 𝑧𝑡  и оценок 𝑥 𝑡 . Среднеквадратическая ошибка оценивания 

RMSE=0.6816 (по данным 200 измерений). 

На рис. 2 показан график сходимости коэффициента усиления фильтра 𝐾𝑡  к опти-

мальному значению 𝐾𝑜𝑝𝑡 = 0.5311. 

Заключение 

В работе рассмотрен метод оптимальной дискретной фильтрации линейных динами-

ческих систем с мультипликативными помехами. При условии, что статистические харак-

теристики начального вектора состояния системы известны, сформулированы начальные 

условия для запуска алгоритма дискретной фильтрации. Рассмотрен простой пример 

фильтрации скалярного сигнала на фоне мультипликативных помех. Проведено компью-

терное моделирование на языке Matlab. 

Дальнейшие исследования будут направлены на разработку численно эффективных 

алгоритмов дискретной фильтрации линейных динамических систем с мультипликатив-

ными помехами. 
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