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Рассматривается метод моделирования стохастических продуктивных систем в случайной сре-

де на основе математического описания в мартингальных терминах. Показано, что метод соот-

ветствует, как задачам анализа процессов разрушения, так и выполнения операций в стохасти-

ческих продуктивных системах. Показаны способы построения имитационных компьютерных 

моделей. 
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Введение 

В настоящей работе рассматривается способ математического описания продуктив-

ных систем и процессов выполнения операций. Так в промышленном и сельскохозяйст-

венном производстве наблюдается общность подходов и методов организации продуктив-

ных процессов, сводящая их значительной формализации. Здесь мы основываемся на цик-

ле работ, посвященных анализу физиологических (в широком смысле) процессов, и пред-

ставленных в [1 - 4]. Также анализируется работа [5], посвященная моделям технологиче-

ских производственных процессов авиастроительных предприятий. 
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1. Материалы и методы исследования 

Представим следующее формальное математическое описание стохастической модели 

выполнения операций. На стохастическом базисе 0( , , ( ) , )t t P  B FF F  (см. [5 - 8] и 

литературу в них) определен целочисленный неотрицательный процесс 0( )  t tX X , за-

ключающийся в выполнении некоторых операций. Траектории процесса X предполагают-

ся регулярными (т.е., непрерывными справа при 0t  и имеющими предел слева при 0t

). В качестве процесса выполнения рассмотрим невозрастающий процесс случайного блу-

ждания, [7], в случайной среде E     0 0
(1) , , ( 1) ;t tt t

K 
 



    0 0
(1) , , ( )t tt t

K 
 

, где положительные случайные функции ( )t i  - 0F -

измеримы при 1i  и 0t  (см. [6, 8] и литературу в них). Если случайная величина 

( )t tX X   является числом еще не выполненных операций продуктивного процесса, то 

для X, рассматриваемого как модель выполнения K операций (при 0K ), справедливо: 

{0,1, , }tX K  при 0,t  0 {1, 2, }X K   и t t tX X X    { 1,0,1}   при 0t . 

Тогда 

t t tX K A B   ,       

   

где 0 0 0 A B  и точечные считающие процесс 0( )  t tA A  и 0( )  t tB B  определяются 

соотношениями 

0

{ 1}t s
s t

A I X

 

    и 

0

{ 1},t s
s t

B I X

 

      

  

где {}I   - индикаторная функция, т.е., { } 1I true , { } 0I false . Для субмартингалов 

0( )  t tA A  и  0( )  t tB B  разложение Дуба-Мейера определяет компенсаторы A  и B  

(см. [5, 7]) со значениями 

0

{1 1}

t

t s sA a I X K ds      и 

0

{1 }

t

t s sB b I X ds      (1) 

с интенсивностями 0ta   и  0tb  , определяемыми случайной средой E : 

1

1

( ) { }
K

t t s
i

a i I X i




    и 

1

( ) { }
K

t t s
i

b i I X i



   .   (2) 

В случае процессов размножения и гибели, 
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0

{ 1}

t

t s s sA X I X K ds      и 

0

,

t

t s sB X ds      (3) 

с 0F -измеримыми случайными функциями t  и t , 0t  . 

2. Результаты и обсуждения 

В рассматриваемых случаях имитационное компьютерное моделирование осуществ-

ляется на основе инфинитезимальных соотношений для условных вероятностей скачков: 

{ 1| }t t tP X X  F ( )t tA o A   ,      (4) 

{ 1| }t t tP X X  F ( )t tB o B    {1 }t tb I X   t tX   .  (5) 

Так, для случайных блужданий в случайной среде из (4) - (5) и (1) - (2) получаем: 

{ 1| }t t tP X X  F {1 1}t ta I X K     ( )o       

( ) {1 1}t t tX I X K      ( )o  ,     (6) 

{ 1| }t t tP X X  F {1 }t tb I X   ( )o        

( ) {1 }t t tX I X    ( )o  .      (7) 

Для случая процесса размножения и гибели в случайной среде из (4) - (5) и (3) следу-

ет: 

{ 1| }t t tP X X  F { 1)t t tX I X K       ( )o  ,   (8) 

{ 1| }t t tP X X  F t tX    ( )o  .     (9) 

При компьютерном моделировании осуществляется переход к дискретной схеме. В 

дискретном времени 0{ 0, (1) ,t t  (2) 2 , , ( ) , },t t i i     соответственно получа-

ем вместо (6) и (7) соотношения (10) – (11): 

( ) ( ) ( ){ 1| }t i t i t iP X X  F ( ) ( ) ( )( ) {1 1}t i t i t iX I X K      ( )o  , (10) 

( ) ( ) ( ){ 1| }t i t i t iP X X  F ( ) ( ) ( )( ) {1 }t i t i t iX I X    ( )o  .  (11) 

Для случая процессов размножения и гибели алгоритм компьютерного моделирова-

ния основан на инфинитезимальных соотношениях (12) - (13): 

( ) ( ) ( ){ 1| }t i t i t iP X X  F ( ) ( ) ( ){ 1)t i t i t iX I X K       ( )o  , (12) 

( ) ( ) ( ){ 1| }t i t i t iP X X  F ( )t i tX    ( )o  .   (13) 

3. Выводы 

Описания дискретных продуктивных систем в мартингальных терминах являются 

траекторными. Поэтому они позволяют осуществлять простую и наглядную алгоритмиза-

цию для задач имитационного компьютерного моделирования. Описания используют 
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предсказуемые характеристики в терминах компенсаторов, интенсивностей, параметров 

случайной среды.  
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