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Настоящая работа посвящена исследованию динамики наследственных механических систем. 

Исследуется устойчивость положения равновесия механической системы с вязкоупругими 

элементами.  
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Введение 

Механика наследственных сред, начало которой положили работы Вольтерра [1], по-

лучила широкое развитие в связи с использованием в конструкторской практике новых 

конструкционных материалов, обладающих ярко выраженными реологическими свойст-

вами [2, 3]. В настоящее время основы механики наследственной среды широко использу-

ется в практике инженерных расчетов. Для исследования динамики многомассовых (дис-

кретных) наследственных систем развиваются различные конструктивные методы, на-

пример с использованием прямых методов математической физики типа Галеркина для 

редукции систем с бесконечным числом степеней свободы, переходу от сложной среды к 

дискретным моделям. 

1. Устойчивость положения Лагранжевой наследственной системы 

Рассмотрим дискретную наследственную механическую систему с голономными свя-

зями, задаваемую обобщенно координатами               и описываемую уравнениями 

Лагранжа. 
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где    
 

 
                      

 
     ,                                   ,        

                      
 

 
, соответственно кинетическая  энергия, обобщенные силы, 

реакции наследственных элементов с ядрами релаксации 

        
      

  
           

 

 
   . 

Предположим, что обобщенные силы                                       представ-

ляет собой совокупность потенциальных сил с потенциальной энергией 

                    и диссипативных сил   
   

   
                                   , 

   
                                          

    

Допустим, что  

                   

   
   

при                

Тогда система имеет положение равновесия                       . 

Уравнения, предельные к уравнениям (1.1) будут иметь вид [3] 

 
 

  

  

    
 

  

   
                  

 

  
                                                               

             
                     

   
   

                                  (1.2) 

Выберем  функционал Ляпунова в виде 

                                                     
 

 
     

   
                 

      
 

 
     

 

 
       

     
  

 

 
    

 

 
                  

 
   

    (1.3) 

Для  производной этого функционала в силу уравнений (1.2) находим  

       
                                        

                   

  

 
    

 

 
      

 
     

  

 

 
  

      

  

 

 
 
                  

 

   (1.4) 

На основании работы [4] имеем следующие результаты об устойчивости положения 

равновесия системы (1.1). 

Результат 1 

Предположим, что: 

1) Реологические ядра       удовлетворяют условию 

                 
      

  
    (1.5) 

2) Зависимость  

                                      
 

 
     

   
                                             

                                                             
 

 
     

 

 
       

     
  (1.6) 

ограничена снизу и не возрастает  по t,                            

 
                    

  
   (1.7) 
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Тогда каждое ограниченное движение системы (1.1) неограниченно приближается к мно-

жеству                                
                   

   
                

Результат 2. 

Предположим, что выполнены условия (1.5) – (1.7), а так же функция    удовлетворя-

ет неравенству                          , где        - функции типа Хана,      

                   строго монотонно возрастает,         
    

        
 . 

Тогда невозмущенное движение        системы (1.1) является равномерно асим-

птотически устойчиво. 

2. Модель системы виброзащиты с динамическим демпфером 

Виброзащита объекта m осуществляется амортизатором жесткости c и реологическим 

энергопоглощающим элементом P (рис.1). Динамический демпфер представлен массой 

   с наследственным элементом   . Это динамически опреде-

лимая реологическая система. В качестве обобщенных коорди-

нат представляется возможным выбрать абсолютное перемеще-

ние x массы m и относительное перемещение y массы   . Де-

формации реологических элементов P и     определяются ука-

занными перемещениями [5] 

Кинетическая и потенциальная энергии системы: 

   
 

 
                  

   
 

 
                  (2.1). 

Обобщенная активная сила 

                                 

(2.2). 

Реакции реологических элементов определяются уравне-

ниями [5]  

                    
 

 
  

                       
 

 
   (2.3) 

                                                    
 

 
  

                            
 

 
       (2.4) 

Система (2.4) будет иметь следующее предельное положение равновесия. 

                 
          

        
        

           

 

 

 

Согласно результатам, полученным в первом разделе, при условиях 

        

 
Рис. 1. Система виброзащиты с 

динамическим демпфером 
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это положение равновесия реологического осциллятора  асимптотически устойчиво по   , 

  ,  . 

3. Модель движения реологического маятника 

Рассмотрим стандартную реологическую модель  из [5] (рис.2). Наследственные свой-

ства нити маятника определяются уравнением  

                (3.1) 

При выборе в качестве обобщенных координат угла отклонения      и удлинения 

     система по определению – простая динамически определимая. Кинетическая и по-

тенциальная энергии для маятника записываются так: 

  
 

 
    

    
   

 

 
                  

                    (3.2) 

Свойства наследственной нити маятника описываются 

уравнениями 

                   
 

 
   

  
 

 
                

 

 
  (3.3) 

Соответствующие уравнения в релаксационной форме [1] 

имеют вид 

                                      
 

 

          

                                         (3.4) 

Уравнения (3.4) имеют положение равновесия                                  

Согласно результатам первого раздела при условии        
 

 
   это положение 

реологического маятника асимптотически устойчиво по   ,    и  . 

4. Модель динамически неопределимой наследственной системы 

На рис.3 приведена динамически неопределимая  система, в которой количество 

наследственных элементов превышает число степеней свободы [5].  

         
Рис. 2. Реологический маятник 
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Рис. 3. Динамически неопределимая реологическая система. 

Свойства наследственных элементов определяются релаксационными уравнениями 

[5]. 

                         
 

 
  

                         
 

 
  (4.1) 

                              
 

 
  

Кинетическая и потенциальная энергии определяются в виде: 

   
 

 
      

             
   

   
 

 
         

   (4.2) 

Уравнения движения имеют вид 

                                                             
 

 
 

                   
 

 
 

                                                    
 

 
         

 

 

            (4.3) 

Динамически неопределимая наследственная система (рис. 3) имеет нулевое положе-

ние равновесия                   

На основании результатов первого раздела находим, что при условиях            
 

 
 

           
 

 
            

 

 
  это положение равновесия асимптотически устойчиво. 

 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00791). 

Заключение 

В настоящей работе была исследованы задачи об устойчивости положения равновесия 

эредитарных механических систем. А именно, были решены задачи об условиях предель-

ного поведения трех реологических систем: системы виброзащиты с динамическим демп-

фером, реологического маятника и динамически неопределимой наследственной системы.  
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