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Работа посвящена анализу свойств наблюдаемости и управляемости математической модели 

движения объекта по сложной траектории, состоящий из участков прямолинейного движения и 

движения по окружности при повороте влево или вправо с постоянной скоростью. Подобные 

траектории характерны для многих технических объектов, в том числе для мобильных роботов. 

Рассмотрена гибридная стохастическая модель, представленная набором дискретных линейных 

моделей стохастических систем, каждая из которых соответствует конкретному виду траекто-

рии. Проведен анализ свойств полной наблюдаемости и управляемости гибридной стохастиче-

ской модели. На основе проверки критерия полной наблюдаемости дискретной линейной ди-

намической системы решена задача о выборе оптимального набора сенсоров, при котором гиб-

ридная стохастическая модель сохраняет свойство полной наблюдаемости. Доказано, что изме-

рения координат объекта являются обязательными для сохранения свойства полной наблюдае-

мости. 

Ключевые слова: гибридная стохастическая модель; наблюдаемость линейной динамической 

системы; матрица наблюдаемости; управляемость линейной динамической системы; матри-

ца управляемости. 

 

Введение 

Задачи математического моделирования траекторий движущихся объектов, слежения 

за движущимися объектами, распознавания движущихся объектов, сопровождения целей 

являются актуальным предметом современных научных исследований в силу важности 

практических приложений, в которых используются решения этих задач [1]. В реальных, 

практических задачах траектория движения объекта является сложной, в общем случае ее 

трудно представить какой-то конкретной математической моделью, пусть даже и нели-

нейной. Наиболее часто для моделирования траекторий движения в условиях априорной 
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неопределенности используют различного рода нелинейные стохастические модели в не-

прерывном либо в дискретном времени (см., например, [2,3]). 

В настоящее время основным существующим подходом к решению задач оценивания 

параметров движения объектов является так называемый многомодельный (multiple-

model, MM) подход [4], подробно исследованный в работах П.Д. Хэнлона и П.С. Мейбека 

[5,6]. Известными методами решения задач на основе многомодельного подхода являются 

статическое ММ-оценивание, динамическое ММ-оценивание, интерактивное ММ-

оценивание [4]. Однако данные методы требуют вычисления оценок параметров движения 

по каждой модели вдоль всей траектории, что требует больших вычислительных затрат и 

не позволяют обнаружить смену режима движения. 

Альтернативный подход к решению указанных выше задач использует гибридную 

стохастическую модель для представления сложной траектории движения объекта, что 

избавляет от необходимости вычислять оценки по всему множеству моделей, а разрабо-

танные алгоритмы позволяют обнаружить изменение режима движения [7–10]. 

Такой подход к решению задачи моделирования и оценивания параметров движения 

объекта по сложной траектории имеет преимущество в том, что нелинейная в целом мате-

матическая модель движения заменяется набором линейных динамических моделей, для 

которых на каждом участке для оценки параметров движения можно применять вместо 

нелинейных фильтров оптимальные дискретные алгоритмы калмановской фильтрации, 

тем самым избегая появления неизбежных погрешностей вычислений вследствие линеа-

ризации. Полученные с применением данного подхода решения могут быть использованы 

в задачах слежения за движением технических объектов, например, в задачах робототех-

ники и судовождения. 

Цель данной работы заключается в анализе свойств гибридной стохастической моде-

ли, имеющей следующую структуру. Предположим, что сложная траектория подвижного 

объекта может быть представлена набором участков, каждый из которых можно предста-

вить некоторой дискретной линейной стохастической моделью. Рассмотрим три модели 

движения: равномерное прямолинейное движение, круговое равномерное движение при 

повороте вправо либо влево с заданным радиусом. Тогда движение объекта можно опи-

сать гибридной стохастической моделью 

                   . (1) 

Здесь   – дискретный момент времени,           – номер режима движения;   

             
     – вектор состояния (параметры движения объекта), где координата    

описывает положение объекта вдоль оси Ox,    – скорость    вдоль оси Ox,    – коорди-

ната вдоль оси Oy,    – скорость    вдоль оси Oy. 

Матрицы-параметры гибридной стохастической модели запишем в следующем виде: 

1) прямолинейное равномерное движение, номер режима движения    : 

          
   

   
 ,      

  
  

 ,            , 

где           – шаг дискретизации. 
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2) круговое равномерное движение при повороте влево (    ) и круговое равномерное 

движение при повороте вправо (   ) с заданным радиусом  : 

                   
   
   

 ,                   
            

 , 

           

 
 
 
 
 
                       

                 

                       

                  
 
 
 
 

,             

 
 
 
 
 
                        

                  

                        

                   
 
 
 
 

, 

где r – радиус движения по окружности,           ,     
    

    
  – вектор скорости в 

точке с координатами              в момент смены режима движения. 

Модель измерений запишем в виде: 

          , (2) 

где матрица   – матрица измерений,    – вектор ошибок измерений, являющийся гауссо-

вым белым шумом с нулевым математическим ожиданием и диагональной ковариацион-

ной матрицей                

1. Наблюдаемость гибридной стохастической модели 

Проведем анализ полной наблюдаемости гибридной стохастической модели (1) при 

различных вариантах измерительной схемы (2). Рассмотрим все возможные варианты вы-

бора матрицы измерений  : 

    

    
    
    
    

 ,     
    
    
    

 ,     
    
    
    

 , 

    
    
    
    

 ,     
    
    
    

 ,      
    
    

   

    
    
    

 ,     
    
    

 ,     
    
    

 , 

     
    
    

 ,      
    
    

 ,           , 

          ,           ,           . 

Воспользуемся определением матрицы наблюдаемости и критерием полной наблю-

даемости дискретной линейной динамической системы [11]. 

Система называется наблюдаемой [3, Определение 2.11] в момент времени   , если 

для некоторого момента времени       по реализациям      и      можно определить 

состояние         . 

Система называется полностью наблюдаемой [3, Определение 2.12], если она наблю-

даема в любой момент времени. 
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Матрицей наблюдаемости [11, Определение 2.16] линейной инвариантной во време-

ни дискретной системы называется матрица      следующего вида: 

                              , (3) 

где n – размер вектора состояния системы. 

Критерий полной наблюдаемости [11, Теорема 2.11]: Чтобы линейная инвариантная 

во времени дискретная система была полностью наблюдаемой, необходимо и достаточно 

выполнения условия            . 

В таблице 1 приведены результаты анализа наблюдаемости гибридной модели для 

различных вариантов измерительной схемы, определяемых матрицами   –   . Решение 

получено в системе символьных вычислений Maple. 

Таблица 1. Ранг матрицы наблюдаемости для различных вариантов схемы измерений 

Матрица измерения 

Ранг матрицы наблюдаемости 

для модели прямолинейного 

движения 

Ранг матрицы наблюдаемости 

для модели равномерного 

движения по окружности 

   4 4 

   4 4 

   3 4 

   4 4 

   3 4 

   2 2 

   4 4 

   3 4 

   3 4 

    2 4 

    2 2 

    2 2 

    1 2 

    2 2 

    1 2 

 

По результатам вычислений видно, что полностью наблюдаемой является гибридная 

модель с измерительными схемами                , причем минимальным количеством 

измеряемых элементов вектора состояния, достаточных для выполнения критерия полной 

наблюдаемости, обладает только схема измерений с матрицей   . 

Таким образом, мы доказали, что измерения координат, описывающих положение 

объекта (   и   ), являются обязательными для выполнения критерия полной наблюдае-

мости, в то время как измерение проекций скоростей (   и   ) избыточны для сохранения 

моделью свойства полной наблюдаемости. 

2. Управляемость гибридной стохастической модели 

Исследуем модель (1) – (2) на свойство полной управляемости. 

Система называется управляемой [3, Определение 2.5], если для произвольного мо-

мента времени    и начального состояния          найдется такое кусочно-непрерывное 
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управление     , и момент     , что единственное решение      при данных начальных 

условиях          пройдет через заданную точку         . 

Система называется полностью управляемой [3, Определение 2.6], если она управляе-

ма в любые моменты времени и при любых начальных условиях. 

Матрицей управляемости [11, Определение 2.10] линейной инвариантной во времени 

дискретной системы называется матрица      следующего вида: 

                      (4) 

Критерий полной управляемости [11, Теорема 2.7]: Чтобы дискретная линейная инва-

риантная во времени система была полностью управляемой, необходимо и достаточно, 

чтобы ранг матрицы управляемости      был равен  , т. е. числу строк в матрице  .  

В таблице 2 приведены результаты анализа управляемости гибридной модели. Реше-

ние получено в системе символьных вычислений Maple. 

Таблица 2. Ранг матрицы управляемости гибридной модели 

Ранг матрицы 

управляемости для 

модели прямоли-

нейного движения 

Ранг матрицы управляемости 

для модели равномерного 

кругового движения при по-

вороте влево 

Ранг матрицы управляемости 

для модели равномерного 

кругового движения при по-

вороте вправо 

  2 2 

 

Для модели прямолинейного равномерного движения матрица           , 

           . Следовательно, модель не является управляемой. 

Для моделей движения по окружности при повороте влево и вправо            . 

Следовательно, гибридная стохастическая модель (1)–(2) не является полностью управ-

ляемой. 

Заключение 

В данной работе проведен анализ свойств наблюдаемости и управляемости гибридной 

стохастической модели движения объекта по сложной траектории, которая описывает три 

типа траекторий движения объекта: прямолинейное равномерное движения, движение по 

окружности с постоянной скоростью и заданным радиусом при повороте влево или впра-

во. 

В работе решена задача выбора минимального набора сенсоров, при котором гибрид-

ная стохастическая модель сохраняет свойство полной наблюдаемости. Решение задачи 

основано на проверке критерия полной наблюдаемости дискретной линейной инвариант-

ной во времени системы. Доказано, что измерения координат объекта являются обяза-

тельными для выполнения критерия полной наблюдаемости, а измерение проекций скоро-

стей избыточны для сохранения свойства полной наблюдаемости. Также проведен анализ 

свойства управляемости гибридной стохастической модели. Показано, что гибридная сто-

хастическая модель не является полностью управляемой. 
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