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В статье рассматривается математический метод решения задачи о поиске оптимальной интен-

сивности наблюдений за эпизодически наблюдаемым процессом. В основе предложенного ме-

тода лежит применение теории мартингалов. Доказана теорема об оптимальном значении ин-

тенсивности пуассоновского процесса в задаче минимизации целевого функционала. Получен-

ные результаты можно использовать в различных областях науки, в том числе в биологии и 

медицине. 
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Введение 

Поиск оптимальной интенсивности наблюдений за различными эпизодически наблю-

даемыми процессами является актуальной научной задачей. Ее решению посвящены как 

более ранние работы [8], так и современные [6, 7]. Суть задачи состоит в следующем. Есть 

некоторый эпизодически наблюдаемый процесс   0 ttXX , наблюдения за которым осу-

ществляются в моменты скачков произвольного точечного процесса   0 ttNN . В каче-

стве N может рассматриваться пуассоновский процесс   0 tt  с постоянной интенсив-

ностью 0 . Если наблюдения за процессом X происходят с малой интенсивностью, по-

лученных значений может быть недостаточно для его достоверного анализа. Как известно, 

чем больше информации об эпизодически наблюдаемом процессе мы знаем, тем точнее 

будут результаты проводимого исследования. Однако часто сам процесс наблюдения за X 

оказывается дорогостоящим, или трудноосуществимым, или имеет ограничения по часто-
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те наблюдений (например, частое облучение наносит вред здоровью пациента). В связи с 

этим, необходимо вычислить оптимальную интенсивность наблюдений за процессом X 

для достижения компромисса между точностью производимых измерений и их “стоимо-

стью”. В настоящей работе предложено решение одной из таких оптимизационных задач с 

применением мартингальных методов. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим на стохастическом базисе   


,F,,
0tt  наблюдаемый эпизо-

дически процесс   0 ttXX  с непрерывными траекториями 

tt WtX   ,        (1) 

где   0 ttWW  – стандартный винеровский процесс, параметры   и   отличны от нуля. 

Предположим, что наблюдения за процессом X осуществляются в моменты скачков 

пуассоновского процесса   0 tt  с постоянной интенсивностью .0  

Тогда процесс наблюдений   0 ttYY  является скачкообразным процессом с траекто-

риями 

  

t

ssst dYXY
0

              (2) 

Среднеквадратичная интегральная ошибка наблюдений за процессом X до момента 

0T  вычисляется по формуле: 

  

T

ttT dtYXEq
0

2
             (3) 

В настоящей работе ставится задача определения оптимальной интенсивности наблю-

дений за процессом X. Под оптимальной интенсивностью наблюдений понимается такая 

интенсивность пуассоновского процесса 
*  , при которой функционал потерь 

  TbaqT T   ;              (4) 

достигает своего минимума. 

В уравнении (4) величина 0a  – “цена” ошибки наблюдений, 0b  – “стоимость” на-

блюдений до момента T . 

Следовательно, для определения оптимальной интенсивности наблюдений за процес-

сом X необходимо минимизировать целевой функционал (4) по параметру  , при условии 

0 . 

Следующий пункт посвящен решению поставленной задачи. 
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2. Решение задачи оптимального управления эпизодически наблюдае-

мым процессом 

Теорема. Оптимальное значение интенсивности пуассоновского процесса 
*  в задаче 

минимизации целевого функционала (4) по параметру   является положительным реше-

нием уравнения 

  0224  TeHFDDCBA            (5) 

с коэффициентами bTA  , TaB 2 , TaaC 22 42   , 
212 aD  , 

22 28  aTaF   

и TaTaH 2222   . 

 

Доказательство. 

Оптимальная интенсивность пуассоновского процесса 
*   является решением 

уравнения 

 
0

;













bT

Tq
a T




              (6) 

Подставим в (6) выражение (3). Траектории процесса X не зависят от интенсивности 

 , следовательно, 

  02
0

2 


















 bTdtYXYEa

T

ttt


            (7) 

По теореме Фубини [5] уравнение (7) принимает вид 

  02
0

2 


















 bTdtYEXEYa

T

ttt


            (8) 

Найдем 2

tEY  и ttYEX . 

По формуле Ито [4] для скачкообразного процесса 2

tY  справедливо разложение 

 


 
ts

s

t

sst YdYYYY
00

0
222 2          (9) 

с начальным значением 00 Y . 

Согласно (2), 

   

t

ssss

t

ss dYYXdYY
00

2        (10) 

Сумма квадратов приращений процесса Y в полуинтервале  t;0  

      







t

sss
ts

sss
ts

s dYXYXY
000

222
           (11) 

Подставим (10)–(11) в разложение (9), получим уравнение 
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t

ssst dYXY
0

222              (12) 

По теореме Дуба-Мейера [4]  

tt mt   ,                (13) 

где процесс   0 ttmm  – скачкообразный мартингал с 00 m , 0tEm  и tDmt  . 

Подставим (13) в (12), получим разложение 

     

t

sss

t

sst dmYXdsYXY
00

22222             (14) 

Стохастический интеграл по мартингалу 

  

t

sss dmYX
0

22
 

является мартингалом [4]. По теореме об остановленном мартингале [1] 

  0
0

22  

t

sss dmYXE         (15) 

Из теоремы Фубини [5] и (14)–(15) следует уравнение 

  

t

sst dsEYEXEY
0

222  , 

решением которого является 




t

st dsEXseteEY
0

22 
              (16) 

По формуле Ито [4] 

t

t

sst WdXXXX  
0

0 222
     (17) 

с начальным значением 00 X . 

После подстановки (1) в (17), получим разложение 

tdWWsdsWsX

t

ss

t

st
2222

00

22  




 





   ,

 

из которого следует, что

 

ttEX t
2222            (18)

 
Подставив (18) в (16), получим 

 tettEYt













 

















 1

22 2

2

22
2222

          (19)
 

Аналогично рассуждениям, изложенным выше, найдем ttYEX .
 

По формуле Ито [4] 
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t

ss

t

sstt dXYdYXYXYX
00

00         (20) 

Подставив (1)–(2) в (20), получим разложение 

      

t

ss

t

ssss

t

sssstt dWYdmYXXdsYXYXYX
000

22  , 

из которого следует, что 

  

t

sssstt dsYEXEYEXYEX
0

2 

 

или 

  

t

sstt dsEYEXseteYEX
0

2 
           (21) 

Из (2) следует уравнение 

  

t

sst dsEYEXEY
0

 , 

решением которого является интеграл 




t

t sdsseteEY
0

 , 

равный 






  1tetEYt





          (22) 

Подставим (18) и (22) в (21), получим решение: 

te
t

ttYEX tt













 













 

















2222
222          (23) 

Далее подставим (19) и (23) в (8), получим уравнение по переменной 0 : 

0
228124212

2

222222

2

2222

3434














 






 bTTe

TaTaaTaaTaTaaa 
























 

или 

  0224  TeHFDDCBA   

с коэффициентами bTA  , TaB 2 , TaaC 22 42   , 
212 aD  , 

22 28  aTaF   и 

TaTaH 2222   . 

Теорема доказана. 
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 3. Обсуждение полученных результатов  

В силу сложности функции в левой части уравнения (5), найти его аналитическое ре-

шение в общем виде не представляется возможным. В связи с этим, для поиска приближе-

ния к точному решению (5) целесообразно воспользоваться численными (например, см. 

Главу 2 в [2]) или другими методами приближенного решения. 

Автором статьи была предпринята попытка упростить уравнение (5) с целью получить 

приближенное аналитическое решение для 
* . 

По правилу Лопиталя, 

  0lim 2 


TeHFD
T

 , 

откуда при “больших” значениях параметра T (порядка 10, 100 и т.д.) следует приближе-

ние 

  02  TeHFD   

В этом случае вместо (5) рассмотрим линейное алгебраическое уравнение 4-го поряд-

ка: 

024  DCBA              (24) 

В “Справочнике по математике для научных работников и инженеров” [3] предложе-

но два аналитических метода решения уравнений вида (24) – методы Декарта-Эйлера и 

Феррари. Эти методы сводятся к поиску корней достаточно громоздких алгебраических 

уравнений, решить которые в общем виде затруднительно. Таким образом, для (24) также 

следует использовать численные и другие методы приближенного решения. 

 Заключение  

Главной целью настоящей работы является определение оптимальной интенсивности 

наблюдений за эпизодически наблюдаемым процессом с непрерывными траекториями. 

Эта цель была достигнута решением задачи минимизации целевого функционала (4) мар-

тингальными методами. Была доказана теорема об оптимальной интенсивности пуассо-

новского процесса 
* . В силу сложности полученного уравнения (5), найти его аналити-

ческое решение не представляется возможным. В связи с этим, целесообразно воспользо-

ваться численными или другими приближенными методами решения. 
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