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Изучена трехмерная управляемая модель популяционной динамики с учетом конкуренции и 

миграции. Критерий качества управления для указанной модели рассмотрен в рамках задачи 

оптимального управления с фазовыми ограничениями. Компьютерное исследование нелиней-

ной модели с конкуренцией и миграцией позволило получить результаты численных экспери-

ментов по поиску законов управления, критерия качества управления и оптимальных траекто-

рий. Для решения задач оптимального управления использованы алгоритмы символьных вы-

числений. Указанные алгоритмы основаны на использовании эвристических методов числен-

ной оптимизации в сочетании с методами генерации функций управления. Проведен сравни-

тельный анализ результатов для различных степеней полиномов, в виде которых осуществля-

ется поиск функций управления. В качестве инструментального средства решения задачи оп-

тимального управления и исследования модели использован программный комплекс, разрабо-

танный с помощью библиотек языка Python. 
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Введение 

Математические популяционные модели, учитывающие конкуренцию и миграцию, 

используются в задачах анализа и прогнозирования динамики взаимодействующих сооб-

ществ, в частности, в задачах динамики численности населения и задач оптимизации про-

мысла. Качественные свойства траекторий и эффекты влияния миграционных потоков 
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рассматривались в [1–5] в других работах. Базовый подход к анализу стохастических по-

пуляционных моделей описан в [6]. В [7] выполнено исследование устойчивости стацио-

нарных состояний трехмерных моделей с учетом воздействия широкополосных парамет-

рических и аддитивных шумов. Для трехмерных неуправляемых моделей с конкуренцией 

и миграцией в [8] получен ряд результатов исследования траекторий в детерминирован-

ном и стохастическом случаях. 

Теоретический и прикладной интерес представляет исследование динамических по-

пуляционных моделей с управлением, причем исследования в этом направлении требуют   

расширения и углубления понятийной базы и методов. Построение и анализ некоторых 

типов популяционных моделей с управлением проводились в [9–11] и в других работах. В 

[9] поставлена задача оптимального управления в популяционной модели, представленной 

системой обыкновенных дифференциальных уравнений, причем цель управления состоит 

в неограниченно долгом сохранении одного из взаимодействующих видов. В рамках ре-

шения указанной задачи получены необходимые и достаточные условия для ограничений 

на управление, при которых функционал качества достигает абсолютного максимума. В 

[10] дана формализация критерия оптимальности для систем авторепродукции и рассмот-

рена задача оптимального управления для анализа эволюционно устойчивого поведения. 

В [11] поставлена задача оптимального поведения двухвидовой популяции в ареале с уче-

том миграции и определены равновесия, соответствующие оптимальному поведению по-

пуляций (в смысле максимизации скоростей роста). 

Поскольку управляемые популяционные модели с миграционными потоками и с раз-

личными типами межвидовых взаимодействий обладают сложной структурой и при их 

анализе часто возникают трудности различного характера, актуальной проблемой являет-

ся адаптация к этим моделям численных методов, а также создание алгоритмов и про-

грамм глобальной параметрической оптимизации [12, 13]. Среди особенностей задач гло-

бальной параметрической оптимизации можно отметить высокую размерность простран-

ства поиска, сложный ландшафт и высокую вычислительную сложность целевых функ-

ций. Для решения указанных задач достаточно эффективны инспирированные природой 

алгоритмы, такие как алгоритмы, базирующиеся на нейронных сетях, и популяционные 

алгоритмы.  К популяционным алгоритмам относится широкий класс алгоритмов, вклю-

чающий в себя: эволюционные алгоритмы (генетические алгоритмы, эволюционные стра-

тегии, дифференциальная эволюция); бионические алгоритмы (рой частиц, муравьиная 

колония, пчелиная колония, стая волков, алгоритм кукушки); алгоритмы, инспирирован-

ные неживой природой (гравитационный поиск); алгоритмы, инспирированные человече-

ским обществом (алгоритм эволюции разума, гармонический поиск). Кроме того, исполь-

зуются миграционный алгоритм, рассеянный поиск и другие алгоритмы. Преимущества 

популяционных алгоритмов состоят в простоте реализации, в естественном распараллели-

вании, в наличии свободных параметров, а также в высокой вероятности локализации су-

боптимальных решений.  

http://www.ulsu.ru/ru/page/page_2743/


Ученые записки УлГУ. Серия Математика и информационные технологии 43 

Методы глобальной параметрической оптимизации в [14] применены к исследованию 

управляемых популяционных моделей с миграцией и с трофическими цепями. В частно-

сти, в указанной работе рассмотрена задача оптимального управления для трехмерной мо-

дели с учетом особенностей трофических цепей и на основе алгоритма Пауэлла получены 

оптимальные траектории для выбранных наборов параметров. 

В настоящей работе рассмотрена трехмерная модель динамики численности взаимо-

связанных сообществ с учетом миграции и конкуренции. Предложен алгоритм решения 

задачи оптимального управления с фазовыми ограничениями. Выполнен поиск законов 

управления, критерия качества управления и оптимальных траекторий. Для решения зада-

чи оптимального управления использованы численные методы оптимизации и алгоритмы 

символьных вычислений. По результатам серии компьютерных экспериментов проведено 

сравнение возможностей метода дифференциальной эволюции и алгоритма Пауэлла. В 

качестве инструментального средства решения задачи оптимального управления и иссле-

дования модели использован программный комплекс численной оптимизации, при разра-

ботке которого использован язык Python [15, 16]. 

1. Оптимальное управление в трехмерной модели с конкуренцией и 

миграцией 

Рассматривается трехмерная управляемая модель с учетом конкуренции и миграци-

онных потоков, которая описывает динамику двух взаимосвязанных сообществ, причем 

первый вид мигрирует в другой ареал, а в первом ареале конкурирует со вторым видом.  

Изучаемая модель задается системой дифференциальных уравнений 
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 (1) 

где ( )
i i

u u t  – управляющие функции. В (1) приняты следующие обозначения: 
1

x  и 
3

x – 

плотности популяций конкурирующих видов в первом ареале, 
2

x  – плотность популяции 

во втором ареале, ( )ijp i j – коэффициенты межвидовой конкуренции, ( 1,2,3)
ii

p i  – ко-

эффициенты внутривидовой конкуренции, ( 1,2,3)i ia  – коэффициенты естественного 

прироста, ,   – коэффициенты миграции вида между двумя ареалами, при этом второй 

ареал является убежищем. Качественное исследование (включая устойчивость стационар-

ных состояний) и численное исследование детерминированной модели (1) без управления 

и ее стохастического обобщения проводились в [7, 8]. Модификации модели (1) с учетом 

конкуренции, мутуализма и миграции рассматривались в [17]. В задачах динамики попу-

ляций естественными являются требования вида ( ) 0
i

x t  . Ограничения для модели (1) 

зададим в виде 

 
1 10 2 20 3 30 1 11 2 21 3 31
(0) , (0) , (0) , ( ) , ( ) , ( ) [0, ],,x x x x x x T x xx T x x T x Tt        (2) 
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1 11 2 21 3 31

0 ., 0 , 0 , [0, ]u u u u u u t T        (3) 

Применительно к задаче (1)–(3) функционал, подлежащий максимизации, записывает-

ся в виде 

 
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 30

[( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] .( )
T

l x c u t l x cJ u t l x c u t dtu        (4) 

Критерий качества управления (5) соответствует максимальной прибыли от использо-

вания популяций, причем 
i

l  – стоимость i -й популяции, 
i

c  –стоимость технических 

средств, соответствующих i -й популяции.  

Задачу оптимального управления для модели (1) можно сформулировать следующим 

образом: найти максимум функционала (4) при условиях (2), (3). 

2. Алгоритмы решения задачи параметрической оптимизации  

Для нахождения максимума функционала (4) предлагается использование численных 

методов оптимизации с использованием алгоритмов символьных вычислений для нахож-

дения функций управления ( )
i

u t . 

Алгоритм поиска оптимальных траекторий (основной алгоритм, или алгоритм 1) со-

держит следующие этапы. 

1. Генерация функций управления. 

2. Построение траекторий движения модели (1). 

3. Поиск численного значения критерия (4). 

4. Проверка условия останова. Если условие останова достигнуто, алгоритм заверша-

ется. В противном случае осуществляется переход к этапу 1. 

Для решения задач глобальной параметрической оптимизации с применением основ-

ного алгоритма разработан комплекс компьютерных программ на языке Python. В частно-

сти, комплекс позволяет генерировать функции управления с применением метода сим-

вольной регрессии. Этот метод заключается в представлении выражений в виде дерева, 

узлами которого являются арифметические операции либо математические функции. В 

рамках комплекса возможна реализация следующих вспомогательных алгоритмов. 

Арифметическое кодирование (алгоритм 2). Данный алгоритм применяется в энтро-

пийном сжатии информации и позволяет преобразовывать вещественные числа (от 0 до 1) 

в последовательность символов какого-либо алфавита, а также позволяет управлять веро-

ятностью появления символа в сообщении. 

Генератор узлов на основе конечного автомата (алгоритм 3). Конечный автомат для 

генерации узлов символьного дерева можно представить в виде циклического направлен-

ного графа, условия переходов для которого последовательно считываются из символьно-

го сообщения (алфавит «abcd»). На каждом из узлов автомат возвращает операцию, опера-

тор, переменную или число.  

Алгоритм построения деревьев на основе связных списков (алгоритм 4). Указанный 

алгоритм позволяет сгенерировать символьное выражение, получить его текстовое пред-
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ставление, произвести преобразование путем подстановки аргумента x. Принцип работы 

алгоритма основан на динамическом построении связного списка путем рекурсивной под-

становки узлов. 

 Алгоритм генерации сообщения (алгоритм 5). Работой этого алгоритма завершается 

генерация функций управления на основе символьных деревьев. При реализации алгорит-

ма 5 используются эвристические алгоритмы численной оптимизации в сочетании с алго-

ритмами 2–4. Процесс кодирования символьного дерева заключается в нахождении числа

[0,1] . 

С использованием алгоритмов 2–5 возможно нахождение функций управления ( )
i

u t  

для функционала (4) в символьном виде. Следует отметить, что описанные алгоритмы мо-

гут быть использованы для решения широкого класса задач поиска неизвестных функций, 

а также задач устойчивости, управления, прогнозирования и кластеризации. Процесс ко-

дирования символьного дерева, являющегося универсальным аппроксиматором, аналоги-

чен подбору весовых коэффициентов нейросети. В связи с этим символьные деревья мо-

гут быть использованы для построения искусственных нейронов (при использовании не-

скольких переменных), а также для конструирования функций активации для выходного 

слоя. Алгоритмы 2–5 планируется использовать в дальнейшем для комбинированного 

сложного поиска функций управления как для модели (1), так и для других динамических 

моделей. 

В настоящей работе рассматривается частный случай реализации алгоритма 1. В ка-

честве управляющих функций рассматриваются положительные полиномы n-й степени,

0,1, 2, 3n  . В ходе разработки программ на языке Python для решения задачи поиска оп-

тимальных траекторий использованы два алгоритма оптимизации нулевого порядка из со-

става библиотеки SciPy – алгоритм Пауэлла (локальный детерминированный алгоритм) и 

алгоритм дифференциальной эволюции (глобальный стохастический алгоритм). Задачу 

максимизации функционала (4) можно свести к задаче: 

,( ), minJe    

где  – абсолютное отклонение траекторий от
11 21 31

, ,x xx , а через Je  обозначена обратная 

экспонента, отвечающая функционалу (4). 

Управляющие функции имеют вид 

0 1

0 1
( ) , ( , , , ), ( , ,, )n

i i i n
t R T R ru r r T t t t      , 

где 
i

R  – параметрические коэффициенты, t  – время, n  – степень полинома, 
 
– декартова 

норма вектора. Далее поиск оптимальных траекторий выполняется с учетом допущения, 

что управляющие функции представляют собой полиномы различных степеней с коэффи-

циентами, подлежащими вычислению. 
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3. Результаты компьютерных экспериментов   

На основе применения адаптированных к модели (1) алгоритмов численной оптими-

зации проведена серия компьютерных экспериментов. На рис. 1 приводится набор пара-

метров для модели (1), а также начальные и граничные условия для поиска законов опти-

мального управления ( 1, 2, 3)i iu   при 0, 1, 2n n n    и 3n  . 

 

Рис. 1. Набор параметров модели (1), начальные и граничные условия для поисказаконов оптимального 

управления 
i

u  при 0, 1, 2n n n    и 3n   

Результаты экспериментов по поиску законов управления и критерия качества управ-

ления с применением алгоритма Пауэлла приведены в таблице 1. Отметим, что для всех 

результатов абсолютная погрешность по соблюдению граничных условий составляет 

0.01  , а время вычислений варьируется от 12 секунд ( 1)n   до 14 минут ( 3)n  . 

Таблица 1. Результаты поиска законов управления ui и критерия качества управления J(u) с исполь-

зованием алгоритма Пауэлла 

Степень полинома ,  1, 2, 3, ( )( )
i

u t i J u  

1n   

0 1
( )

i i i
u r tt r  , 1,  2,  3,i   

01 11 02

12 03 13

 0.52866253,  0.04927972,  0.21647657,

 0.13352656,   0.66808207,  0.01093626;

r r r

r r r

    

    
 

( ) 46.57J u   

2n   

2

0 1 2
( )

i i i i
t r ru t r t   , 1,  2,  3,i   

01 11 21

02 12 22

03 13 23

 0.54295917,   0.08043992,  0.00126864,  

 1.14936551,  0.35249694,    0.04373466,

 0.8862529,  0.09851022,  0.00590944;

r r r

r r r

r r r

   

   

   

 

( ) 51.04J u   

3n   2 3

0 1 2 3
( )

i i i i i
u t r r r t r tt    , 1,  2,  3,i   
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1 1 3

01 11 21

5 2 1

31 02 12

3 4 1

22 32 03

13

 6.47954135*10 , 1.30991035*10 , 4.29057081*10 ,

 6.24339937 *10 , 5.07690639*10 , 1.34917927 *10 ,

1.52717400*10 , 2.02805284 *10 ,  6.72311624 *10 ,

1.0007

r r r

r r r

r r r

r

  

  

  

   

     

    

  3 4 4

23 33
5364 *10 ,  1.95392647 *10 , 3.61808567 *10 ;r r    

 

( ) 47.64J u   

 

Результаты экспериментов по поиску законов управления и критерия качества управ-

ления с применением алгоритма дифференциальной эволюции приведены в таблице 2. 

Отметим, что для всех результатов абсолютная погрешность по соблюдению граничных 

условий составляет 0.01  , а время вычислений варьируется от 35 секунд ( 1n  ) до 32 

минут ( 3n  ). 

Таблица 2. Результаты поиска законов управления ui и критерия качества управления J(u) с исполь-

зованием алгоритма дифференциальной эволюции 

Степень полинома 
,  1, 2, 3, ( )( )

i
u t i J u  

1n   

0 1
( )

i i i
u r tt r  , 1,  2,  3,i   

01 11 02

12 03 13

0.6421057,    0.1018308,    1.34819927,

0.32619485,  0.77971988,  0.03832249;

r r r

r r r

   

    
 

( ) 49.77J u   

2n   

2

0 1 2
( )

i i i i
t r ru t r t   , 1,  2,  3,i   

01 11 21

02 12 22

03 13 23

0.6400909,   0.34615248, 0.03416042,

 0.56310673,    0.33617098,   0.06290762,

2.2667194,   1.01365024, 0.09084214;

r r r

r r r

r r r

    

  

    

 

( ) 52.90J u   

3n   

2 3

0 1 2 3
( )

i i i i i
u t r r r t r tt    , 1,  2,  3,i   

01 11 21

31 02 12

22 32 03

13 23 33

0.84706922,  0.73445232, 0.17872257,

 0.01181929,   1.72012003, 2.73440324,

0.71576838, 0.04912169, 1.89021861,

1.83388912, 0.44678566,  0.03039091;

r r r

r r r

r r r

r r r

    

   

    

   

 

( ) 52.19J u   

 

Вычислительные эксперименты были проведены также для простейшего случая 0n  , 

что соответствует условиям const
i

u  . В этом случае получены практически совпадаю-

щие значения параметрических коэффициентов и критерия качества, и соответственно 

совпадающие по конфигурации оптимальные траектории модели (1). Согласно результа-

там, представленным в таблице 1 и таблице 2, можно отметить, что алгоритм Пауэлла 

сходится к меньшим значениям коэффициентов для высоких степеней t , что снижает 

влияние нелинейных компонент полинома на управление. 
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На рис. 2 представлены траектории модели (1) для 1n   с использованием алгоритма 

Пауэлла. 

 

Рис. 2. Траектории  системы (1) для 
1

0.52866253, 0.04927972)(R  , 
2

0.21647657, 0.13352656)(R   ,  

3
0.66808207, 0.01093626)(R   с использованием алгоритма Пауэлла 

На рис. 3 представлены результаты построения траекторий системы (1) для 1n   с 

использованием дифференциальной эволюции. 

 

Рис. 3.  Траектории  системы (1) для 
1

0.6421057, 0.1018308)(R  , 
2

1.34819927, 0.32619485)(R  ,

3
0.77971988, 0.03832249)(R   с использованием дифференциальной эволюции 

Согласно рис. 3, следует отметить, что характер траекторий значительно изменился по 

сравнению с алгоритмом Пауэлла. Кроме того, возросло значение функционала (4), что 
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свидетельствует о более высокой эффективности алгоритма дифференциальной эволюции 

для случая 1n  . 

На рис. 4 представлены траектории модели (1) для 2n   с использованием алгоритма 

Пауэлла. 

 

Рис. 4.  Траектории  системы (1) для 
1

0.54295917, 0.08043992,  0.00126864)(R  ,

2
1.14936551, 0.35249694,  0.04373466)(R  , 

3
0.8862529, 0.09851022,  0.00590944)(R   с использованием 

алгоритма Пауэлла 

На рис. 5 представлены результаты построения траекторий системы (1) для 2n   с 

использованием алгоритма дифференциальной эволюции. 

 

Рис. 5. Траектории системы (1) для 
1

0.6400909, 0.34615248, 0.03416042)(R   , 

2
0.56310673,  0.33617098, 0.06290762)(R  , 

3
2.2667194,  1.01365024, 0.09084214)(R    с использованием 

дифференциальной эволюции 
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Следует отметить, что траектории на рис. 4 и на рис. 5 существенно различаются. 

Преимущество алгоритма дифференциальной эволюции в большем значении J(u) сохра-

няется также и для 2n  . Согласно полученным результатам, использование квадратич-

ных функций управления по сравнению с линейными позволяет существенно увеличить 

значение функционала (4). 

Далее рассмотрим траектории, полученные с применением кубических функций 

управления. На рис. 6 представлены траектории модели (1) для 3n   с использованием 

алгоритма Пауэлла. 

 

Рис. 6. Траектории системы (1) для

1 1 3 5

1
( )6.47954135*10 , 1.30991035*10 ,4.29057081*10 , 6.24339937*10R      , 

2 1 3 4

2
( )5.07690639*10 , 1.34917927*10 , 1.52717400*10 , 2.02805284*10R        ,

1 3 4 4

3
)6.72311624*10 , 1.00075364*10 , 1.95392647*10 , 3.61808567*( 10R       с использованием алгоритма 

Пауэлла 

На рис. 7 представлены результаты построения траекторий системы (1) для 3n   с 

использованием алгоритма дифференциальной эволюции. Следует отметить, что при 

3n   наблюдается значительное уменьшение значения критерия качества J(u) для алго-

ритма Пауэлла, а также незначительное уменьшение значения критерия качества J(u) для 

алгоритма дифференциальной эволюции. 

На рис. 2–7 можно проследить взаимное влияние плотностей и влияние вида функций 

управления популяций 1x , 
2

x  и 3x . Эффекты влияния наглядно прослеживаются для 2n 

, поскольку многомодальные функции управления ( )
i

u t  могут приводить к взаимоосцил-

лирующему характеру некоторых траекторий (см. траектории, соответствующие 
2

x  и 3x , 

на рис. 7). Тем не менее, конкретный вид траектории зависит от вида соответствующей 

функции управления, поскольку управление может компенсировать влияние плотностей 
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других популяций (см. траекторию, соответствующую 
1x , на рис. 7). В целом, согласно 

различному виду траекторий на рис. 2–7, можно сделать вывод о существенном влиянии 

управления на качественное поведение системы (1). 

 

Рис. 7. Траектории  системы (1) для 
1

0.84706922,  0.73445232, 0.17872257, 0.01181929)(R   ,

2
1.72012003, 2.73440324, 0.71576838, 0.04912169)(R   , 

3
1.89021861,1.83388912, 0.44678566, 0.03039091)(R    с использованием алгоритма дифференциальной 

эволюции 

В результате сравнительного анализа полученных с помощью алгоритма Пауэлла и 

представленных на рис. 2, 4, 6 траекторий системы (1) получено, что 1) вид функции управ-

ления слабо влияет на плотность 3x  популяции с межвидовой конкуренцией без миграции; 

2) вид функции управления существенно влияет на плотность 1x  части популяции с межви-

довой конкуренцией и миграцией; 3) при 1n   и 3n   пики плотности 
2

x  части популяции с 

миграцией без конкуренции имеют близкие значения, при этом характер траектории, соответ-

ствующей популяции с плотностью 
2

x , существенно отличается от характера траекторий при 

2n  . 

В результате сравнительного анализа полученных с помощью алгоритма дифференциаль-

ной эволюции и представленных на рис. 1, 3, 5 траекторий системы (1) получено, что 1) вид 

функции управления во всех трех случаях (при 1n  , 2n  , 3n  ) значительно влияет на 

плотности 1x ,
2

x , 3x ; 2) при 3n   характер траектории, отвечающей  плотности 1x  части по-

пуляции с межвидовой конкуренцией и миграцией, носит менее волнообразный характер, чем 

при 1n   и 2n  , при этом плотность 1x  уменьшается; 3) при 1n   и 2n   пики плотно-

стей 
2

x  имеют близкие значения; 4) более благоприятные условия существования популя-

ции с плотностью 3x  при наличии  межвидовой конкуренции и в отсутствие миграции соот-

ветствуют случаю 3n   (по сравнению со случаями 1n   и 2n  ). 
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С учетом сравнения представленных на рис. 2–7 траекторий системы (1) следует отме-

тить, что более значимо вид функции управления влияет на плотность популяций при ис-

пользовании алгоритма дифференциальной эволюции. Эффективность влияния функции 

управления на численность популяций при использовании алгоритма Пауэлла является 

менее значительной. 

С учетом результатов, приведенных в таблицах 1 и 2, можно сделать вывод, что эф-

фективность полиномиальных функций управления с учетом рассмотренных алгоритмов 

оптимизации максимальна при 2n   (квадратичные функции управления). Изучение эф-

фективности других функций глобальной параметрической оптимизации в рассмотренной 

задаче поиска функций управления представляет интерес для дальнейших исследований. 

Полученные результаты могут быть использованы для поиска функций управления с 

использованием символьной регрессии и искусственных нейронных сетей.  

Заключение 

В статье развит подход к исследованию нелинейных управляемых моделей, описы-

вающих динамику взаимодействующих сообществ, на основе методов глобальной опти-

мизации и алгоритмов символьных вычислений. В результате компьютерного исследова-

ния модели с конкуренцией и миграцией получены результаты численных экспериментов 

по поиску законов управления, оптимальных траекторий и критерия качества управления. 

Изучен случай представимости функций управления в виде положительных полино-

мов. Сравнительный анализ результатов для различных степеней полиномов, в виде кото-

рых осуществляется поиск функций управления, показал существенные различия для тра-

екторий в случае первой, второй и третьей степеней полиномов. 

Выявлены преимущества и недостатки алгоритмов Пауэлла и алгоритма дифференци-

альной эволюции для решения задач поиска оптимального управления в системах с ми-

грационными потоками. В качестве инструментального средства решения задачи опти-

мального управления и исследования модели использован программный комплекс, разра-

ботанный с помощью библиотек языка Python. Результаты экспериментов, полученные с 

применением этого комплекса, позволили сделать ряд выводов и выявить эффекты, свя-

занные с наличием конкуренции и миграции в системе и с различными типами полиноми-

альных функций управления. 

Разработанное инструментальное обеспечение может служить основой новых моду-

лей (модулей управления и численной оптимизации) для программных комплексов моде-

лирования стохастических систем. Указанные комплексы использованы в [14, 17, 18] для 

изучения различных типов динамических моделей. 
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