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В работе развивается семимартингальный (траекторный) подход к математическому описанию 

и моделированию кол-центров. Рассмотрена модель кол-центра с дообслуживанием неприори-

тетных заявок и блокировкой вызовов при многоэтапном обслуживании. Показан переход от 

математической модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное 

моделирование. 
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мимартингальное описание, точечный процесс, компенсатор. 

 

Введение 

Современные кол-центры большинства компаний (AVAYA, CISCO  и др.) предлагают 

решения, обеспечивающие интеграцию своих центров обслуживания вызовов (ЦОВ) с 

Internet. Это означает, что оператор кол-центра должен обрабатывать запросы нескольких 

типов: звонки, электронные письма, факсимильные запросы, отвечать в чатах. В теории 

массового обслуживания такие системы принято называть мулитисервисными. При этом 

очень часто обслуживание может состоять в последовательном прохождении нескольких 

операторов. Системы массового обслуживания (СМО), описывающие такого рода процес-

сы принято называть многофазными, а обслуживание многоэтапным [1-2].  

Существует два основных способа математического описания и моделирования муль-

тисервисных кол-центров в терминах СМО: марковский (см., например, работы [3-20]) и 

семимартингальный (см., например, работы [21-28]). Одним из преимуществ семимартин-

гального (траекторного) описания (в терминах считающих процессов [29]) является лег-

кость перехода от математической модели к итерационным формулам, по которым прово-
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дится имитационное моделирование. Поэтому в данной работе, с учетом того, что анали-

тическое исследование многофазных систем затруднено (они часто теряют марковость 

даже при простейшем входящем потоке) выбрано семимартингальное описание в терми-

нах точечных (считающих) процессов и их компенсаторов [29]. 

Чтобы продемонстрировать возможности и простоту использования семимартингаль-

ного подхода рассмотрены две типичные ситуации, встречающиеся в современных кол-

центрах: дообслуживание неприоритетной заявки и блокировка заявок при переходе к 

следующему оператору. 

Дообслуживание означает, что при поступлении приоритетной заявки (звонка) опера-

тор прекращает обработку неприоритетной (ответ на электронное письмо). После оконча-

ния звонка и отсутствия других звонков оператор продолжает обработку прерванной не-

приоритетной заявки (продолжает отвечать на электронное письмо). 

Блокировка означает, что узел обслуживания (обслуживающий прибор) заблокирован, 

если обслуживание заявки в данном узле завершено, а следующий узел не готов к приему 

требования по той причине, что в ней не закончено обслуживание. Принимается также, 

что если узел занят или заблокирован, то очередное входящее требование встает в оче-

редь. Таким образом, в системе могут быть следующие состояния: «узел свободен», «узел 

занят», «узел заблокирован» [30]. 

1. Постановка задачи  

Рассмотрим мультисервисный кол-центр, в который поступают заявки двух типов 

(непринципиальное упрощение модели): первый тип – звонки, второй тип - электронные 

письма. Звонки образуют простейший поток с интенсивностью λ1 > 0 (см. рис.1).  

 

Рис. 1. Схема кол-центра (звонки) 

Коммутатор отправляет звонок одному из 𝑛 операторов первой линии имеющих оди-

наковую квалификацию со средним временем обслуживания 𝜇1. Как принято в реальных 
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кол-центрах (например, Avaya) в модели вызов передается наиболее свободному операто-

ру, наименее загруженному с начала смены, с учетом коэффициента квалификации. К 

каждому оператору формируется отдельная неограниченная очередь. Для звонков преду-

смотрено двухэтапное обслуживание с блокировкой клиента при передаче заявки к сле-

дующему оператору (например, техническому специалисту). При двухэтапном обслужи-

вании если первый узел занят (оператор первой линии), то вновь поступившая заявка 

встает в очередь (размер очереди неограничен). Если второй узел занят (оператор второй 

линии), то заявка, завершившая обслуживание в первом узле остается в нем (блокирует 

поступление заявок на обслуживание в первый узел). Операторы второй линии имеют 

одинаковую квалификацию со средним временем обслуживания 𝜇11. 

Поток электронных писем образует простейший поток с интенсивностью λ2 > 0 

(см. рис.2). Роутер отправляет письмо одному из 𝑛 операторов имеющих одинаковую ква-

лификацию со средним временем обслуживания 𝜇2. Письмо передается наиболее свобод-

ному оператору, наименее загруженному с начала смены, с учетом коэффициента квали-

фикации. К каждому оператору формируется отдельная неограниченная очередь.  

 

Рис. 2. Схема кол-центра (электронные письма) 

Звонки имеют абсолютный приоритет над письмами, но текущее письмо не теряется, 

а дообслуживается: при поступлении приоритетной заявки (звонка) оператор прекращает 

обработку неприоритетной (ответа на электронное письмо). После окончания звонка и при 

отсутствии других звонков оператор продолжает обработку письма. 

2. Математическая модель  

1. Опишем сначала работу по обработке звонков. 
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Введем считающие процессы: 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 - число звонков, поступивших в систему 

за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1 = 0; 𝐷1𝑖 = (𝐷𝑡

1𝑖)𝑡≥0- число обслуженных звонков  𝑖 –тым оператором 

первой линии (𝑖 = 1, … 𝑛) за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
1𝑖 = 0; 𝐴1𝑖 = (𝐴𝑡

1𝑖)𝑡≥0 - число звонков, посту-

пивших 𝑖 –тому оператору первой линии (𝑖 = 1, … 𝑛) за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1𝑖 = 0; 𝐷

1𝑖
=

(𝐷𝑡

1𝑖
)𝑡≥0- число обслуженных звонков  𝑖 –тым оператором второй линии (𝑖 = 1, … 𝑛) за 

время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
1𝑖 = 0. 

Точечные процессы 𝐴1, 𝐷1𝑖 (𝑖 = 1, … 𝑛)  определяются своими компенсаторами  �̃�1 =

(�̃�𝑡
1)𝑡≥0 и  �̃�1𝑖 = (�̃�𝑡

1𝑖)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов 

[29]: 

𝐴𝑡
1 = �̃�𝑡

1 + 𝑚𝑡
𝐴1

,      (1) 

𝐷𝑡
1𝑖 = �̃�𝑡

1𝑖 + 𝑚𝑡
𝐷1𝑖

,     (2) 

где �̃�1 и �̃�1𝑖 – неубывающие предсказуемые процессы 𝑚𝐴1
и 𝑚𝐷1𝑖

– мартингалы, 𝑖 = 1, … 𝑛. 

Для рассматриваемой в данной работе системы 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 – пуассоновский процесс 

с компенсатором: 

𝐴𝑡
1̃ = 𝜆1 ∙ 𝑡, 𝜆1 > 0.     (3) 

 

Компенсатор для процесса 𝐷1𝑖 = (𝐷𝑡
1𝑖)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

 

𝐷𝑡
1�̃� = ∫ 𝜇1

𝑡

0
𝐼 (𝜉𝑠

1𝑖 > 0, 𝜉
𝑠

1𝑖
≤ 1) 𝑑𝑠,     (4) 

 

где 𝐼(∙) – индикаторная функция, 𝑖 = 1, … 𝑛. Здесь  𝜉𝑡
1𝑖 – число клиентов (звонков) у  𝑖 −

ого оператора первой линии в момент времени 𝑡 ≥ 0 , 𝜉0
1𝑖 = 0 (в очереди + обслуживает-

ся), 𝜉
𝑡

1𝑖
– число клиентов (звонков) у  𝑖 − ого оператора второй линии в момент времени 

𝑡 ≥ 0   (может быть  только 0 или 1 или 2), 𝜉
0

𝑖
= 0. То есть если  𝑖 − ый оператор второй 

линии свободен, то  𝜉
𝑡

1𝑖
= 0, если занят, и 𝑖 − ый оператор первой линии не заблокирован, 

то 𝜉
𝑡

1𝑖
= 1; 𝜉

𝑡

1𝑖
= 2, если оператор второй линии занят, и заблокирован оператор первой 

линии. Таким образом, интенсивность обслуживания заявок у операторов первой линии 

определяется числом заявок в первой и второй линии, т.е. если второй узел уже занят за-

явкой, то обслужившаяся заявка из первого узла блокируется в первом узле и ожидает 

своей очереди. 

Для  𝜉𝑡
1𝑖 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следующее основное балансовое со-

отношение 

 

𝜉𝑡
1𝑖 = 𝐴𝑡

1𝑖 − 𝐷𝑡
1𝑖, 𝑖 = 1, … 𝑛.    (5) 

Аналогично для  𝜉
𝑠

1𝑖
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𝜉
𝑡

1𝑖
= 𝐷𝑡

1𝑖 − 𝐷𝑡

1𝑖
, 𝑖 = 1, … 𝑛.    (6) 

 

Чтобы описать логику работы коммутатора (вызов передается наиболее свободному 

оператору, наименее загруженному с начала смены, с учетом коэффициента квалифика-

ции) введем индикаторы: 

𝑟𝑡
11 = 𝐼 (𝜉𝑡

11  ≤   
𝑚𝑖𝑛

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝜉𝑡

1𝑖 ),    (7) 

 

𝑟𝑡
1𝑘 = 𝐼  (𝜉𝑡

1𝑘  ≤   
𝑚𝑖𝑛

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝜉𝑡

1𝑖 ) ⋅ 𝐼( 𝜉𝑡
1𝑘  <  

𝑚𝑖𝑛
𝑖 < 𝑘

𝜉𝑡
1𝑖) , 𝑘 = 2, … 𝑛.  (8) 

 

То есть, если первый оператор самый незагруженный, то 𝑟𝑡
11 = 1, среди самых незагру-

женных (если их более одного) выбираем оператора с меньшим номером. Тогда для счи-

тающего процесса 𝐴1𝑖 можно записать: 

 

𝐴𝑡
1𝑖 =  ∫  𝑟𝑠

1𝑖𝑑𝐴𝑠
1𝑡

0
 ,  𝑖 = 1, … 𝑛.     (9) 

 

Компенсатор для процесса 𝐷𝑡

1𝑖
= (𝐷𝑡

1𝑖
)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

 

𝐷𝑡

1�̃�
= ∫ 𝜇11

𝑡

0
𝐼 (𝜉

𝑠

1𝑖
> 0) 𝑑𝑠, 𝑖 = 1, … 𝑛,    (10) 

 

то есть заявки обслуживаются, если второй узел не свободен. 

 

2. Опишем теперь работу по обработке электронных писем. 

Введем считающие процессы: 𝐴2 = (𝐴𝑡
2)𝑡≥0 - число писем, поступивших в систему за 

время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
2 = 0; 𝐷2𝑖 = (𝐷𝑡

2𝑖)𝑡≥0- число обслуженных писем  𝑖 –тым оператором пер-

вой линии (𝑖 = 1, … 𝑛) за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
2𝑖 = 0; 𝐴2𝑖 = (𝐴𝑡

2𝑖)𝑡≥0 - число писем, поступивших 

𝑖 –тому оператору первой линии (𝑖 = 1, … 𝑛) за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1𝑖 = 0. Операторы второй 

линии в обработке писем не участвуют. 

Точечные процессы 𝐴2, 𝐷2𝑖 (𝑖 = 1, … 𝑛)  определяются своими компенсаторами  �̃�2 =

(�̃�𝑡
2)𝑡≥0 и  �̃�2𝑖 = (�̃�𝑡

2𝑖)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов 

[29]: 

𝐴𝑡
2 = �̃�𝑡

2 + 𝑚𝑡
𝐴2

,      (11) 

𝐷𝑡
2𝑖 = �̃�𝑡

2𝑖 + 𝑚𝑡
𝐷2𝑖

,     (12) 

где �̃�2 и �̃�2𝑖 – неубывающие предсказуемые процессы 𝑚𝐴2
и 𝑚𝐷2𝑖

– мартингалы, 𝑖 = 1, … 𝑛. 

Для рассматриваемой в данной работе системы 𝐴2 = (𝐴𝑡
2)𝑡≥0 – пуассоновский процесс 

с компенсатором: 
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𝐴𝑡
2̃ = 𝜆2 ∙ 𝑡, 𝜆2 > 0.     (13) 

 

Компенсатор для процесса 𝐷2𝑖 = (𝐷𝑡
2𝑖)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

 

𝐷𝑡
2�̃� = ∫ 𝜇2

𝑡

0
𝐼(𝜉𝑠

1𝑖 = 0, 𝜉𝑠
2𝑖 > 0)𝑑𝑠,     (14) 

 

где 𝐼(∙) – индикаторная функция, 𝑖 = 1, … 𝑛. Здесь  𝜉𝑡
2𝑖 – число писем  у  𝑖 − ого оператора 

первой линии (в очереди + обслуживается) в момент времени 𝑡 ≥ 0 , 𝜉0
1𝑖 = 0. Соответ-

ственно индикатор 𝐼(𝜉𝑠
1𝑖 = 0)   проверяет отсутствие других звонков у оператора и про-

должает обработку письма если есть что продолжать, то есть когда   𝜉𝑠
2𝑖 > 0.   

Для  𝜉𝑡
2𝑖 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следующее основное балансовое со-

отношение 

 

𝜉𝑡
2𝑖 = 𝐴𝑡

2𝑖 − 𝐷𝑡
2𝑖, 𝑖 = 1, … 𝑛.    (15) 

Логику работы роутера (письмо передается наиболее свободному оператору, наиме-

нее загруженному с начала смены, с учетом коэффициента квалификации) также можно 

описать с помощью индикаторов: 

𝑟𝑠
21 = 𝐼 (𝜉𝑠

21  ≤   
𝑚𝑖𝑛

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝜉𝑠

2𝑖  ),   (16) 

 

𝑟𝑠
2𝑘 = 𝐼  (𝜉𝑠

2𝑘  ≤   
𝑚𝑖𝑛

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛
𝜉𝑠

2𝑖  ) ⋅ 𝐼 ( 𝜉𝑠
2𝑘  <

𝑚𝑖𝑛
𝑖 > 𝑘

𝜉𝑠
2𝑖),  𝑘 = 2, … 𝑛.  (17) 

 

То есть, если первый оператор самый незагруженный, то 𝑟𝑡
21 = 1, среди самых незагру-

женных (если их более одного) выбираем оператора с большим номером (противополож-

ная стратегия в сравнении со звонками). Тогда для считающего процесса 𝐴2𝑖  можно запи-

сать: 

𝐴𝑡
2𝑖 =  ∫   𝑟𝑠

2𝑖𝑡

0
𝑑𝐴𝑠

2,  𝑖 = 1, … 𝑛.     (18) 

3. Итерационные формулы для компьютерного моделирования 

Выведем формулы, позволяющие произвести имитационное моделирование СМО. На 

стохастическом базисе 𝐵 = (𝛺, ℱ, 𝐹 = (ℱ𝑡)𝑡≥0, 𝑃) из формул (1)-(18) можно получить сле-

дующие соотношения: 

 𝑃{𝐴𝑡+𝛥
1 − 𝐴𝑡

1 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆1 ∙ ∆ + 𝑜(∆),     (19) 

 𝑃{𝐴𝑡+𝛥
2 − 𝐴𝑡

2 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆2 ∙ ∆ + 𝑜(∆),     (20) 
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 𝑃{𝐷𝑡+𝛥
1𝑖 − 𝐷𝑡

1𝑖 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇1 ∙ 𝐼 (𝜉𝑡
1𝑖 > 0, 𝜉

𝑡

1𝑖
≤ 1) ∙ ∆ + 𝑜(∆),  (21) 

 𝑃{𝐷𝑡+𝛥
2𝑖 − 𝐷𝑡

2𝑖 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇2 ∙ 𝐼(𝜉𝑡
1𝑖 = 0, 𝜉𝑡

2𝑖 > 0) ∙ ∆ + 𝑜(∆),  (22) 

 𝑃 {𝐷𝑡+𝛥

1𝑖
− 𝐷𝑡

1𝑖
= 1|ℱ𝑡} = 𝜇11 ∙ 𝐼 (𝜉

𝑡

1𝑖
> 0) ∙ ∆ + 𝑜(∆),   (23) 

Формулы (19)-(23) позволяют, основываясь на понятии геометрической вероятности, 

провести имитационное моделирование. А именно, введя дискретизацию (шаг по време-

ни) ∆ из условия 𝜆𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝜇𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝜇11 ∙ ∆≪ 1, 𝑖 = 1,2 получим следующие итерацион-

ные формулы (для вычисления последующих значений через предыдущие): 

𝐴𝑡+∆
1 = 𝐴𝑡

1 + 𝛿(𝜆1),      (24) 

𝐴𝑡+∆
2 = 𝐴𝑡

2 + 𝛿(𝜆2),      (25) 

𝐷𝑡+∆
1𝑖 = 𝐷𝑡

1𝑖 + 𝛿 (𝐼 (𝜉𝑡
1𝑖 > 0, 𝜉

𝑡

1𝑖
≤ 1) ∙ 𝜇1),   (26) 

𝐷𝑡+∆
2𝑖 = 𝐷𝑡

2𝑖 + 𝛿(𝐼(𝜉𝑠
1𝑖 = 0, 𝜉𝑠

2𝑖 > 0) ∙ 𝜇2),   (27) 

𝐷𝑡+𝛥

1𝑖
= 𝐷𝑡

1𝑖
+𝛿 (𝜇11 ∙ 𝐼 (𝜉

𝑠

1𝑖
> 0)),    (28) 

где 𝛿(𝛾) = {
1, с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
 

  𝐴𝑡+∆
1𝑖 = 𝐴𝑡

1𝑖 + 𝑟𝑠
1𝑖 ∙ 𝐼(𝐴𝑡+∆

1 − 𝐴𝑡
1 = 1),    (29) 

  𝐴𝑡+∆
2𝑖 = 𝐴𝑡

2𝑖 + 𝑟𝑠
2𝑖 ∙ 𝐼(𝐴𝑡+∆

2 − 𝐴𝑡
2 = 1).    (30) 

Заключение 

В результате выполнения данной работы была построена математическая модель кол-

центра с дообслуживанием неприоритетных заявок и блокировкой вызовов при много-

этапном обслуживании в семимартингальных терминах. Продемонстрированы возможно-

сти и простота использования траекторного подхода при математическом моделировании 

кол-центров. Показан переход от математической модели к итерационным формулам, по 

которым может проводиться имитационное моделирование. 
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