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В работе развивается семимартингальный (траекторный) подход к математическому описанию 

и моделированию систем массового обслуживания (СМО) с приоритетами в обслуживании. 

Рассмотрена модель многоканальной СМО с динамическим приоритетом. Показан переход от 

математической модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное 

моделирование. 
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Введение 

В работе [1] была описана одноканальная модель СМО с динамическим приоритетом. 

Под динамическим приоритетом понимается ситуация, когда приоритет заявок различных 

классов/типов заявок меняется со временем. Управление приоритетом в [1] происходило с 

использованием процесса «телеграфного типа», скачки которого определялись моментами 

ухода обслуженных заявок из СМО.  В данной статье приводится обобщение модели [1] 

для многоканального случая, а для управления приоритетом использован альтернативный 

подход, основанный на регулировании размеров очередей. 

В настоящее время распространены два основных способа описания и моделирования 

СМО: марковский (см., например, работы [2-27]) и траекторный (см., например, работы 

[28-37]). Одноканальные СМО с приоритетами достаточно хорошо исследуются марков-

скими методами (см., например, [5]). К сожалению, сложность анализа резко возрастает 

при переходе к многоканальным системам с приоритетами, особенно для СМО с различ-

ной средней длительностью обслуживания (см., например, [24], [25]). Еще сложнее анализ 

многоканальных систем в случае относительных приоритетов, что связано с непомерным 

разрастанием пространства состояний [22].  
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Основным преимуществом траекторного описания является легкость перехода от ма-

тематической модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное 

моделирование, причем сложность модели практически не растет с ростом числа каналов, 

в отличие от моделей в марковском описании. Поэтому в данной работе, с учетом того, 

что аналитическое исследование рассматриваемой в работе СМО затруднено, выбрано се-

мимартингальное описание модели в терминах точечных (считающих) процессов и их 

компенсаторов [29]. 

Для расчета многоканальных немарковских СМО также можно использовать аппрок-

симацию непоказательных распределений распределениями фазового типа [23], но слож-

ность таких аппроксимаций также быстро растет с увеличением числа каналов в СМО. 

В работе показано, что при семимартингальном описании этой проблемы не возника-

ет, и сложность как математической, так и компьютерной модели практически не растет с 

ростом числа каналов в СМО. 

1. Постановка задачи  

Рассмотрим многоканальную СМО, в которую поступают заявки двух типов: первый 

тип – важные, но поступающие редко заявки, второй тип – менее важные, но часто посту-

пающие заявки, которые при этом нельзя терять. Заявки обоих типов поступают незави-

симо друг от друга и образуют простейшие потоки с интенсивностями λ1 > 0,  λ2 > 0 

(см. рис. 1). 

  
Рис. 1. Схема СМО 

Обслуживают заявки 𝑛 операторов, имеющих одинаковую квалификацию со средним 

временем обслуживания 𝜇1 > 0  для первого типа заявок и  𝜇2 > 0 для второго. Для каж-

дого типа заявок формируется отдельная неограниченная очередь.  

Общая очередь в данном случае, очевидно, не эффективна, поскольку в таком случае 

важные, но редкие заявки первого типа будут долго ждать начала обслуживания, что мо-

жет быть неприемлемо. Другие стратегии разделения ресурса (в данном случае 𝑛 операто-

ров), такие как стратегия абсолютного приоритета или стратегия подвижной границы [26], 
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[37] также не эффективны, так как допускают или потери заявок второго типа или боль-

шую часть времени операторы, зарезервированные под заявки первого типа, будут про-

стаивать.  

Поэтому предложена следующая стратегия с динамическим приоритетом. Заявки пер-

вого типа имеют относительный приоритет (ожидают окончания обслуживания текущей 

заявки и после этого встают на внеочередное обслуживание). После обслуживания заявки 

первого типа приоритет переходит к заявкам второго типа, если есть заявки второго типа в 

очереди для заявок второго типа. Если заявок второго типа в очереди нет, то приоритет 

остается у заявок первого типа. Аналогично, после выхода из СМО обслуженной заявки 

второго типа приоритет переходит к заявкам первого типа, если есть заявки первого типа 

в соответствующей очереди. Если заявок первого типа в очереди нет, то приоритет оста-

ется у заявок второго типа. То есть при наличии заявок обоих типов заявки проходят на 

обслуживание «через одного», а при отсутствии заявок одного из типов (заявки первого 

типа редки по условию) приоритет (очередность) не передается. Таким способом достига-

ется приемлемое среднее время ожидания начала обслуживания для редких, но важных 

заявок первого типа при отсутствии необслуженных заявок второго типа и минимальных 

простоях операторов. 

2. Математическая модель  

1. Опишем сначала работу по обработке заявок первого типа. 

Введем считающие процессы: 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 - число заявок первого типа, поступивших 

в систему за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1 = 0; 𝐷1 = (𝐷𝑡

1)𝑡≥0- число обслуженных заявок первого типа 

за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
1 = 0. 

Точечные процессы 𝐴1, 𝐷1 определяются своими компенсаторами  𝐴̃1 = (𝐴̃𝑡
1)𝑡≥0 и  

𝐷̃1 = (𝐷̃𝑡
1)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов [29]: 

𝐴𝑡
1 = 𝐴̃𝑡

1 + 𝑚𝑡
𝐴1

,     (1) 

𝐷𝑡
1 = 𝐷̃𝑡

1 + 𝑚𝑡
𝐷1

,     (2) 

где 𝐴̃1 и 𝐷̃1 – неубывающие предсказуемые процессы 𝑚𝐴1
и 𝑚𝐷1

– мартингалы. 

Для рассматриваемой в данной работе системы 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 – пуассоновский процесс 

с компенсатором: 

𝐴𝑡
1̃ = 𝜆1 ∙ 𝑡, 𝜆1 > 0.     (3) 

Компенсатор для процесса 𝐷1 = (𝐷𝑡
1)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
1̃ = ∫ 𝜇1

𝑡

0
(𝜉𝑠

1 − 𝑞𝑠
1)𝑑𝑠.     (4) 

Здесь  𝜉𝑡
1 – число заявок первого типа в СМО в момент времени 𝑡 ≥ 0 , 𝜉0

1 = 0 (в оче-

реди или на обслуживании), 𝑞𝑡
1 – число заявок первого типа в очереди в момент времени 

𝑡 ≥ 0,   𝑞0
1 = 0 . Соответственно (𝜉𝑡

1 − 𝑞𝑡
1) это число заявок первого типа, находящихся 

непосредственно на обслуживании в момент времени 𝑡 ≥ 0. 

Кроме этого, для  𝜉𝑡
1 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следующее основное 

балансовое соотношение: 
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𝜉𝑡
1 =   𝜉0

1 + 𝐴𝑡
1 − 𝐷𝑡

1.     (5) 

2. Аналогично опишем работу по обработке заявок второго типа. 

Введем считающие процессы: 𝐴2 = (𝐴𝑡
2)𝑡≥0 - число заявок второго типа, поступивших 

в систему за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
2 = 0; 𝐷2 = (𝐷𝑡

2)𝑡≥0- число обслуженных заявок второго типа 

за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
2 = 0. 

Точечные процессы 𝐴2, 𝐷2 также определяются своими компенсаторами  𝐴̃2 =

(𝐴̃𝑡
2)𝑡≥0 и  𝐷̃2 = (𝐷̃𝑡

2)𝑡≥0: 

𝐴𝑡
2 = 𝐴̃𝑡

2 + 𝑚𝑡
𝐴2

,     (6) 

𝐷𝑡
2 = 𝐷̃𝑡

2 + 𝑚𝑡
𝐷2

,     (7) 

где 𝐴̃2 и 𝐷̃2 – неубывающие предсказуемые процессы 𝑚𝐴2
и 𝑚𝐷2

– мартингалы. 

Аналогично 𝐴2 = (𝐴𝑡
2)𝑡≥0 – пуассоновский процесс с компенсатором: 

𝐴𝑡
2̃ = 𝜆2 ∙ 𝑡, 𝜆2 > 0.     (8) 

Компенсатор для процесса 𝐷2 = (𝐷𝑡
2)𝑡≥0 определяется следующим соотношением: 

𝐷𝑡
2̃ = ∫ 𝜇2

𝑡

0
(𝜉𝑠

2 − 𝑞𝑠
2)𝑑𝑠.     (9) 

Здесь  𝜉𝑡
2 – число заявок второго типа в СМО в момент времени 𝑡 ≥ 0 , 𝜉0

2 = 0 (в очереди 

или на обслуживании), 𝑞𝑡
2 – число заявок второго типа в очереди в момент времени 𝑡 ≥ 0, 

  𝑞0
2 = 0 . 

Для  𝜉𝑡
2 в момент времени 𝑡 ≥ 0 также можно написать основное балансовое соотно-

шение: 

𝜉𝑡
2 =   𝜉0

2 + 𝐴𝑡
2 − 𝐷𝑡

2.    (10) 

3. Опишем управление приоритетом через регулирование размеров очередей. 

Для размера очереди из заявок первого типа  𝑞𝑡
1 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно напи-

сать следующее балансовое уравнение: 

𝑑𝑞𝑡
1 = 𝐼(𝜉𝑡

1 + 𝜉𝑡
2 ≥ 𝑛)𝑑𝐴𝑡

1 − 𝐼(𝑞𝑡
2 = 0, 𝑞𝑡

1 > 0)𝑑𝐷𝑡
1 − 𝐼( 𝑞𝑡

1 > 0)𝑑𝐷𝑡
2,   (11) 

где 𝐼(∙) −индикаторная функция,   𝑞0
1 = 0. Логика построения уравнения (11) следующая. 

Во-первых, размер очереди заявок первого типа  𝑞𝑡
1 может увеличиться на одну заявку, 

если поступит заявка первого типа (𝑑𝐴𝑡
1 = 1) в момент, когда все  𝑛 операторов заняты 

(𝜉𝑡
1 + 𝜉𝑡

2 ≥ 𝑛). Во-вторых, размер очереди заявок первого типа  𝑞𝑡
1 может уменьшиться на 

одну заявку, если закончится обслуживание заявки первого типа (𝑑𝐷𝑡
1 = 1),  заявок второ-

го типа в очереди нет (𝑞𝑡
2 = 0), а заявки первого типа в очереди есть (𝑞𝑡

1 > 0). В-третьих, 

размер очереди заявок первого типа  𝑞𝑡
1 может уменьшиться на одну заявку, если закон-

чится обслуживание заявки второго типа (𝑑𝐷𝑡
2 = 1) и есть заявки первого типа в очереди 

(𝑞𝑡
1 > 0).  

Аналогичное уравнение верно и для размера очереди из заявок второго типа  𝑞𝑡
2: 

𝑑𝑞𝑡
2 = 𝐼(𝜉𝑡

1 + 𝜉𝑡
2 ≥ 𝑛)𝑑𝐴𝑡

2 − 𝐼(𝑞𝑡
1 = 0, 𝑞𝑡

2 > 0)𝑑𝐷𝑡
2 − 𝐼( 𝑞𝑡

2 > 0)𝑑𝐷𝑡
1,   𝑞0

2 = 0 . (12) 

Логика построения уравнения (12) полностью совпадает с предыдущей формулой. Во-

первых, размер очереди заявок второго типа  𝑞𝑡
2 может увеличиться на одну заявку, если 

поступит заявка второго типа (𝑑𝐴𝑡
2 = 1) в момент, когда все  𝑛 операторов заняты (𝜉𝑡

1 +
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𝜉𝑡
2 ≥ 𝑛). Во-вторых, размер очереди заявок второго типа  𝑞𝑡

2 может уменьшиться на одну 

заявку, если закончится обслуживание заявки второго типа (𝑑𝐷𝑡
2 = 1),  заявок первого ти-

па в очереди нет (𝑞𝑡
1 = 0), а заявки второго типа во второй очереди есть (𝑞𝑡

2 > 0). В-

третьих, размер очереди заявок второго типа  𝑞𝑡
2 может уменьшиться на одну заявку, если 

закончится обслуживание заявки первого типа (𝑑𝐷𝑡
1 = 1) и есть заявки второго типа в 

очереди (𝑞𝑡
2 > 0).  

3. Итерационные формулы для компьютерного моделирования 

Выведем формулы, необходимые для имитационного моделирования СМО. На стоха-

стическом базисе 𝐵 = (𝛺, ℱ, 𝐹 = (ℱ𝑡)𝑡≥0, 𝑃) из формул (1)-(12) можно получить следую-

щие инфинитезимальные соотношения: 

 𝑃{𝐴𝑡+𝛥
1 − 𝐴𝑡

1 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆1 ∙ ∆ + 𝑜(∆),    (13) 

 𝑃{𝐴𝑡+𝛥
2 − 𝐴𝑡

2 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆2 ∙ ∆ + 𝑜(∆),    (14) 

𝑃{𝐷𝑡+Δ
1 − 𝐷𝑡

1 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇1 ∙ (𝜉𝑠
1 − 𝑞𝑠

1) ∙ ∆ + 𝑜(∆),                (15) 

𝑃{𝐷𝑡+Δ
2 − 𝐷𝑡

2 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇2 ∙ (𝜉𝑠
2 − 𝑞𝑠

2) ∙ ∆ + 𝑜(∆),   (16) 

Формулы (13)-(16) позволяют, основываясь на понятии геометрической вероятности, 

провести имитационное моделирование. А именно, введя дискретизацию (шаг по време-

ни) ∆ из условия 𝜆𝑖 ∙ ∆≪ 1,   𝜇𝑖 ∙ (𝜉𝑠
𝑖 − 𝑞𝑠

𝑖 ) ∙ ∆≪ 1, 𝑖 = 1,2 получим следующие итерацион-

ные формулы (для вычисления значений процессов в момент времени 𝑡 + ∆ через значе-

ния процессов в момент 𝑡): 

𝐴𝑡+∆
1 = 𝐴𝑡

1 + 𝛿(𝜆1),      (17) 

𝐴𝑡+∆
2 = 𝐴𝑡

2 + 𝛿(𝜆2),      (18) 

𝐷𝑡+∆
1 = 𝐷𝑡

1 + 𝛿(𝜇1 ∙ (𝜉𝑡
1 − 𝑞𝑡

1)),     (19) 

𝐷𝑡+∆
2 = 𝐷𝑡

2 + 𝛿(𝜇2 ∙ (𝜉𝑡
2 − 𝑞𝑡

2)),     (20) 

𝑞𝑡+∆
1 = 𝑞𝑡

1 + 𝐼(𝜉𝑡
1 + 𝜉𝑡

2 ≥ 𝑛)∆𝐴𝑡
1 − 𝐼(𝑞𝑡

2 = 0, 𝑞𝑡
1 > 0)∆𝐷𝑡

1 − 𝐼( 𝑞𝑡
1 > 0)∆𝐷𝑡

2,   (21) 

𝑞𝑡+∆
2 = 𝑞𝑡

2 + 𝐼(𝜉𝑡
1 + 𝜉𝑡

2 ≥ 𝑛)∆𝐴𝑡
2 − 𝐼(𝑞𝑡

1 = 0, 𝑞𝑡
2 > 0)∆𝐷𝑡

2 − 𝐼( 𝑞𝑡
2 > 0)∆𝐷𝑡

1,   (22) 

где 

𝛿(𝛾) = {
1, с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
 

Здесь ∆𝐴𝑡
1 = 𝐴𝑡+∆

1 − 𝐴𝑡
1, ∆𝐷𝑡

1 = 𝐷𝑡+∆
1 − 𝐷𝑡

1, ∆𝐴𝑡
2 = 𝐴𝑡+∆

2 − 𝐴𝑡
2, ∆𝐷𝑡

2 = 𝐷𝑡+∆
2 − 𝐷𝑡

2. 

4. Результаты компьютерного моделирования 

Практическая реализация СМО осуществлена с помощью язык программирования 

высокого уровня С# в среде разработки Visual Studio 2019 (см. рис. 2, 3). При параметрах 

T = 10,  𝜆1 = 1,  𝜆2 = 10,   𝜇1 = 2,   𝜇2 = 5 и количестве каналов, равном 3, система полно-
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стью стабильна, что можно понять по графику среднего количества заявок первого и вто-

рого типа в СМО (см. рис. 2). 

 

Рис. 2. Диалоговое окно программы. Практическая реализация в среде Visual Studio 2019 

 

Рис. 3. Диалоговое окно программы при изменении количества каналов 

При уменьшении количества обслуживающих каналов до двух картина меняется 

(см. рис. 3). Очередь заявок второго типа не стабилизируется, т.к. система не успевает 

справляться с такой нагрузкой. Однако, заявки первого типа, которые являются более ред-

кими, но важными, обслуживаются своевременно, средняя длина их очереди стабильная и 

низкая. Это наглядно отражает преимущество стратегии динамического приоритета. 
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The paper develops a semi-martingale (trajectory) approach to the mathematical description and mod-

eling of queuing systems (QS) with service priorities. The model of multichannel QS with dynamic 

priority is considered. The transition from a mathematical model to iterative formulas, which are used 

for simulation, is shown. 
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