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В работе развивается семимартингальный (траекторный) подход к математическому описанию 

и моделированию замкнутых систем массового обслуживания с приоритетами в обслуживании. 

Проведено сравнение двух стратегий управления приоритетом. Показан переход от математи-

ческой модели к итерационным формулам, по которым проводится имитационное моделирова-

ние. 
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Введение 

В данной работе методами имитационного моделирования проведено сравнение двух 

стратегий управления приоритетами очередей в замкнутой многоканальной системе мас-

сового обслуживания (СМО). Рассматриваемая в работе СМО в первом приближении мо-

жет быть использована для моделирования работы компании с фиксированным инвента-

рём оборудования (например, прачечной с некоторым количеством сушилок и стиральных 

машин), которые в случае выхода из строя, отправляются на ремонт и возвращаются об-

ратно для эксплуатации.  

Первая стратегия основана на относительном приоритете (приоритетная заявка ожи-

дает окончания обслуживания текущей заявки и после этого встает на внеочередное об-

служивание). Вторая – на динамическом приоритете. Под динамическим приоритетом 

подразумевается стратегия, в которой приоритет заявок различных классов/типов может 

изменяться со временем.  Для контроля приоритета использован подход, основанный на 

регулировании размеров очередей [1]. Основное отличие от работы [1] состоит в том, что 
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в работе [1] исследуется открытая СМО, а  в данной работе рассматривается замкнутая 

СМО (см. рис. 1). 

Для математического описания СМО использован аппарат точечных (считающих) 

процессов и их компенсаторов [2]. С данным траекторным подходом при описании СМО 

можно ознакомиться, например, по работам [3-12]. Классическое марковское описание 

(см., например, работы [13-28]) рассматриваемой в работе СМО не использовалось по 

следующим причинам. Широко известно, что марковскими методами хорошо исследуют-

ся одноканальные СМО с приоритетами (см., например, [15]). Однако, для многоканаль-

ных систем с приоритетами, сложность анализа резко возрастает, особенно для СМО, в 

которых средние длительности обслуживания различны для заявок разных типов/классов 

(см., например, [26], [27]). Более того, в случае использования относительных приорите-

тов в многоканальных СМО анализ становиться еще более сложным, что связано с силь-

ным разрастанием пространства состояний [25].  

В рассматриваемой в работе СМО многоканальная, с различными приоритетами и 

различными распределениями времени обслуживания у разных типов/классов заявок. По-

этому аналитическое исследование модели в марковском описании сильно затруднено. А 

для имитационного моделирования траекторное описание более удобно, так как позволяет 

относительно просто перейти к итерационным формулам, необходимым для компьютер-

ного моделирования. Кроме этого, сложность такой модели с увеличением числа каналов 

практически не растет, в отличие от модели в марковском описании. Поэтому в данной 

работе, с учетом всего вышесказанного, выбрано траекторное описание модели в терми-

нах точечных (считающих) процессов и их компенсаторов [2]. 

1. Постановка задачи  

Рассмотрим многоканальную СМО c двумя независимыми ограниченными источни-

ками заявок емкости 𝑛1 > 0 и  𝑛2 > 0 (см. рис.1). В СМО циркулируют заявки двух типов: 

первый тип (сушилки) – менее важные для работы организации заявки, которые чаще ло-

маются, второй тип (стиральные машины) – более важные для работы организации заявки, 

реже ломаются, но, если сломались – требуют скорейшего ремонта. Заявки обоих типов 

(сушилки и стиральные машины) ломаются независимо друг от друга и образуют потоки 

приборов, отправленных на ремонт. Интенсивность поломок для сушилки  λ1 > 0, для 

стиральной машины  λ2 > 0. Заявки на ремонт обслуживают 𝑟 операторов, имеющих оди-

наковую квалификацию со средней длительностью ремонта 1/𝜇1 > 0  для первого типа 

заявок (сушилок) и  1/𝜇2 > 0 для второго (стиральных машин). Для каждого типа заявок 

формируется отдельная неограниченная очередь на ремонт. В начальный момент времени 

все 𝑛1 сушилок и  𝑛2стиральных машин находятся в исправном состоянии. 

В данном случае очевидна неэффективность общей очереди, так как в таком случае 

существует вероятность того, что важные заявки второго вида будут долго ждать начала 

обслуживания, что может быть неприемлемо. Другие стратегии разделения ресурса (в 

данном случае 𝑟 операторов), такие как стратегия абсолютного приоритета или стратегия 
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подвижной границы [28] также не эффективны, так как допускают возможность или поте-

ри заявок первого вида или большую часть времени операторы, зарезервированные под 

заявки второго вида, будут простаивать. Поэтому предложены следующие стратегии. 

 

Рис.1. Схема СМО. 

Первая стратегия. Заявки второго вида (стиральные машины) обладают относитель-

ным приоритетом над заявками первого типа (сушилками), то есть встают на внеочеред-

ное обслуживание после выхода из ремонта текущей заявки (отремонтированный прибор 

возвращается в эксплуатацию). Таким способом достигается приемлемое среднее время 

ожидания начала обслуживания для заявок второго вида при наличии необслуженных за-

явок первого вида и минимальных простоях операторов. 

Вторая стратегия. Изначально заявки первого типа имеют относительный приоритет. 

После обслуживания заявки первого типа приоритет переходит к заявкам второго типа, 

если они есть в очереди. Если заявок второго типа в очереди нет, то приоритет остается у 

заявок первого типа. Аналогично, после выхода из ремонта обслуженной заявки второго 

типа приоритет переходит к заявкам первого типа. То есть при наличии заявок обоих ти-

пов заявки проходят на обслуживание «через одного», а при отсутствии заявок одного из 

типов приоритет (очередность) не передается. Таким способом достигается приемлемое 

среднее время ожидания начала обслуживания для редких, но важных заявок второго типа 

при отсутствии необслуженных заявок второго типа и минимальных простоях операторов. 

2. Математическая модель  

Для описания математической модели будем использовать следующие процессы:  

𝐴1 = 𝐴𝑡
1 – число «поломанных сушилок» за время 𝑡; 

𝐴2 = 𝐴𝑡
2 – число «поломанных стиральных машин» за время 𝑡; 

𝐷1 = 𝐷𝑡
1 – число сушилок, отремонтированных за время 𝑡; 

𝐷2 = 𝐷𝑡
2 – число стиральных машин, отремонтированных за время 𝑡; 

𝑞1 = 𝑞𝑡
1– число сушилок, в очереди на ремонт в момент 𝑡; 
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𝑞2 = 𝑞𝑡
2– число стиральных машин, в очереди на ремонт в момент 𝑡; 

𝑟1 = 𝑟𝑡
1 – число сушилок, находившихся на ремонте в момент 𝑡; 

𝑟2 = 𝑟𝑡
2– число стиральных машин, находившихся на ремонте в момент 𝑡; 

𝜉1 = 𝜉𝑡
1 – число сушилок, работающих в момент 𝑡; 

𝜉2 = 𝜉𝑡
2 – число стиральных машин, работающих в момент 𝑡; 

𝑛1 − начальное количество сушилок; 

𝑛2 − начальное количество стиральных машин. 

1. Опишем сначала работу по обработке заявок первого типа. 

Процессы 𝐴𝑡
1,  𝐷𝑡

1 — это точечные процессы. Опишем их подробнее: 𝐴1 = (𝐴𝑡
1)𝑡≥0 - 

число заявок первого типа, поступивших в ремонт за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
1 = 0; 𝐷1 = (𝐷𝑡

1)𝑡≥0- 

число обслуженных заявок первого типа за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
1 = 0. 

Точечные процессы 𝐴1, 𝐷1 определяются своими компенсаторами  �̃�1 = (�̃�𝑡
1)𝑡≥0 и  

�̃�1 = (�̃�𝑡
1)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов [2]: 

𝐴𝑡
1̃ = ∫ 𝜉𝑠

1 ∙ 𝜆1𝑑𝑠
𝑡

0
, 𝜆1 > 0.    (1) 

Здесь 𝜉𝑡
1 – число заявок первого типа в СМО в момент времени 𝑡 ≥ 0,  𝜉0

1 = 𝑛1 (нахо-

дящихся в рабочем состоянии). Компенсатор для процесса 𝐷1 = (𝐷𝑡
1)𝑡≥0 определяется 

следующим соотношением: 

𝐷𝑡
1̃ = ∫ 𝑟𝑠

1𝜇1
𝑡

0
𝑑𝑠.     (2) 

 Соответственно 𝑟𝑡
1  - число заявок первого типа, находящихся непосредственно на 

обслуживании в момент времени 𝑡 ≥ 0, можно определить следующим образом: 

𝑟𝑡
1 = 𝑛1 − 𝜉𝑡

1 − 𝑞𝑡 
1 , 𝑟0 

1 = 0.                                                (3) 

Здесь 𝑞𝑡
1 – число заявок первого типа в очереди в момент времени 𝑡 ≥ 0, 𝑞0

1 = 0 .  

Кроме этого, для 𝜉𝑡
1 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следующее основное ба-

лансовое соотношение: 

𝜉𝑡
1 = 𝑛1 − 𝐴𝑡

1 + 𝐷𝑡
1,  𝑛1 > 0.     (4) 

 

2. Аналогично опишем работу по обработке заявок второго типа. 

Процессы 𝐴𝑡
2,  𝐷𝑡

2 — это точечные процессы. Опишем их подробнее:𝐴2 = (𝐴𝑡
2)𝑡≥0 - 

число заявок первого типа, поступивших в ремонт за время 𝑡 ≥ 0, 𝐴0
2 = 0; 𝐷2 = (𝐷𝑡

2)𝑡≥0- 

число обслуженных заявок первого типа за время 𝑡 ≥ 0, 𝐷0
2 = 0. 

Точечные процессы 𝐴2, 𝐷2 определяются своими компенсаторами  �̃�2 = (�̃�𝑡
2)𝑡≥0 и  

�̃�2 = (�̃�𝑡
2)𝑡≥0 в соответствии с разложением Дуба-Мейера для субмартингалов: 

𝐴𝑡
2̃ = ∫ 𝜉𝑠

2 ∙ 𝜆2𝑑𝑠
𝑡

0
, 𝜆2 > 0.    (5) 

Здесь 𝜉𝑡
2 – число заявок первого типа в СМО в момент времени 𝑡 ≥ 0,  𝜉0

2 = 𝑛2 (нахо-

дящихся в рабочем состоянии). Компенсатор для процесса 𝐷2 = (𝐷𝑡
2)𝑡≥0 определяется 

следующим соотношением: 

𝐷𝑡
2̃ = ∫ 𝑟𝑠

2𝜇2
𝑡

0
𝑑𝑠.     (6) 
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Соответственно 𝑟𝑡
2  - число заявок первого типа, находящихся непосредственно на об-

служивании в момент времени 𝑡 ≥ 0, можно определить следующим образом: 

𝑟𝑡
2 = 𝑛1 − 𝜉𝑡

2 − 𝑞𝑡
2, 𝑟0 

2 = 0.                                                (7) 

Здесь 𝑞𝑡
2 – число заявок первого типа в очереди в момент времени 𝑡 ≥ 0, 𝑞0

2 = 0 . Кро-

ме этого, для 𝜉𝑡
2 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно написать следующее основное балансовое 

соотношение: 

𝜉𝑡
2 = 𝑛2 − 𝐴𝑡

2 + 𝐷𝑡
2,  𝑛2 > 0.    (8) 

3. Опишем управление относительным приоритетом через регулирование размеров 

очередей (первая стратегия). 

Для размера очереди из заявок второго вида 𝑞𝑡
2 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно напи-

сать следующее балансовое уравнение: 

𝑑𝑞𝑡
2 = 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟)𝑑𝐴𝑡

2 − (𝐼(𝑞𝑡
2 > 0)𝑑𝐷𝑡

1 − 𝐼(𝑞𝑡
2 > 0)𝑑𝐷𝑡

2 ,       (9) 

где 𝐼(∙) −индикаторная функция, 𝑞0
2 = 0. Логика построения уравнения (9) следующая. 

Во-первых, размер очереди заявок второго вида 𝑞𝑡
2 может увеличиться на одну заявку, ес-

ли поступит заявка второго вида  в момент, когда все  𝑟 операторов заняты (𝑟𝑡
1 + 𝑟𝑡

2 ≥ 𝑟). 

Во-вторых, размер очереди заявок второго вида 𝑞𝑡
2 может уменьшиться на одну заявку, 

если закончится обслуживание заявки первого вида  и есть заявки второго вида в очереди 

(𝑞𝑡
2 > 0). В-третьих, размер очереди заявок второго вида 𝑞𝑡

2 может уменьшиться на одну 

заявку, если закончится обслуживание заявки второго вида, а заявки второго вида в оче-

реди есть (𝑞𝑡
2 > 0). 

Аналогичное уравнение верно и для размера очереди из заявок первого вида𝑞𝑡
1: 

𝑑𝑞𝑡
1 = 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟)𝑑𝐴𝑡

1 − (𝐼(𝑞𝑡
2 = 0, 𝑞𝑡

1 > 0)𝑑𝐷𝑡
1 − 𝐼(𝑞𝑡

2 = 0, 𝑞𝑡
1 > 0)𝑑𝐷𝑡

2.(10) 

Построение уравнения (10) имеет иную логику по сравнению с предыдущей форму-

лой. Во-первых, размер очереди заявок первого вида 𝑞𝑡
1 может увеличиться на одну заяв-

ку, если поступит заявка первого вида  в момент, когда все  𝑟 операторов заняты (𝑟𝑡
1 +

𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟). Во-вторых, размер очереди заявок первого вида 𝑞𝑡

1 может уменьшиться на одну 

заявку, если закончится обслуживание заявки первого вида, заявок второго вида в очереди 

нет (𝑞𝑡
2 = 0), а заявки первого вида во второй очереди есть (𝑞𝑡

1 > 0). В-третьих, размер 

очереди заявок первого вида 𝑞𝑡
1 может уменьшиться на одну заявку, если закончится об-

служивание заявки второго вида  и их нет в очереди (𝑞𝑡
2 = 0), но есть заявки первого вида 

в очереди (𝑞𝑡
1 > 0):  

4. Аналогично опишем управление в случае использования динамического приори-

тета (вторая стратегия). 

Для размера очереди из заявок первого типа 𝑞𝑡
1 в момент времени 𝑡 ≥ 0 можно напи-

сать следующее балансовое уравнение: 

𝑑𝑞𝑡
1 = 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟)𝑑𝐴𝑡

1 − 𝐼(𝑞𝑡
2 = 0, 𝑞𝑡

1 > 0)𝑑𝐷𝑡
1 − 𝐼(𝑞𝑡

1 > 0)𝑑𝐷𝑡
2,   (11) 

где 𝐼(∙) −индикаторная функция, 𝑞0
1 = 0. Логика построения уравнения (11) следующая. 

Во-первых, размер очереди заявок первого типа 𝑞𝑡
1 может увеличиться на одну заявку, ес-
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ли поступит заявка первого типа  в момент, когда все  𝑟 операторов заняты (𝑟𝑡
1 + 𝑟𝑡

2 ≥ 𝑟). 

Во-вторых, размер очереди заявок первого типа 𝑞𝑡
1 может уменьшиться на одну заявку, 

если закончится обслуживание заявки первого типа,  заявок второго типа в очереди нет 

(𝑞𝑡
2 = 0), а заявки первого типа в очереди есть (𝑞𝑡

1 > 0). В-третьих, размер очереди заявок 

первого типа 𝑞𝑡
1 может уменьшиться на одну заявку, если закончится обслуживание заяв-

ки второго типа  и есть заявки первого типа в очереди (𝑞𝑡
1 > 0).  

Аналогичное уравнение верно и для размера очереди из заявок второго типа 𝑞𝑡
2: 

𝑑𝑞𝑡
2 = 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟)𝑑𝐴𝑡

2 − 𝐼(𝑞𝑡
1 = 0, 𝑞𝑡

2 > 0)𝑑𝐷𝑡
2 − 𝐼(𝑞𝑡

2 > 0)𝑑𝐷𝑡
1. (12) 

Логика построения уравнения (12) полностью совпадает с предыдущей формулой. Во-

первых, размер очереди заявок второго типа 𝑞𝑡
2 может увеличиться на одну заявку, если 

поступит заявка второго типа  в момент, когда все  𝑛 операторов заняты (𝑟𝑡
1 + 𝑟𝑡

2 ≥ 𝑟). Во-

вторых, размер очереди заявок второго типа 𝑞𝑡
2 может уменьшиться на одну заявку, если 

закончится обслуживание заявки второго типа,  заявок первого типа в очереди нет (𝑞𝑡
1 =

0), а заявки второго типа во второй очереди есть (𝑞𝑡
2 > 0). В-третьих, размер очереди за-

явок второго типа 𝑞𝑡
2 может уменьшиться на одну заявку, если закончится обслуживание 

заявки первого типа  и есть заявки второго типа в очереди (𝑞𝑡
2 > 0). 

3. Итерационные формулы для компьютерного моделирования 

Выведем формулы, необходимые для имитационного моделирования СМО. На стоха-

стическом базисе 𝐵 = (𝛺, ℱ, 𝐹 = (ℱ𝑡)𝑡≥0, 𝑃) из формул (1)-(12) можно получить следую-

щие инфинитезимальные соотношения: 

 𝑃{𝐴𝑡+𝛥
1 − 𝐴𝑡

1 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆1 ∙ 𝜉𝑡
1 ∙ ∆ + 𝑜(∆),                                   (13) 

𝑃{𝐴𝑡+𝛥
2 − 𝐴𝑡

2 = 1|ℱ𝑡} = 𝜆2 ∙ 𝜉𝑡
2 ∙ ∆ + 𝑜(∆),      (14) 

𝑃{𝐷𝑡+Δ
1 − 𝐷𝑡

1 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇1 ∙ 𝑟𝑡
1 ∙ ∆ + 𝑜(∆),                                         (15) 

𝑃{𝐷𝑡+Δ
2 − 𝐷𝑡

2 = 1|ℱ𝑡} = 𝜇2 ∙ 𝑟𝑡
2 ∙ ∆ + 𝑜(∆).            (16) 

Формулы (13)-(16) позволяют, основываясь на понятии геометрической вероятности, 

провести имитационное моделирование. А именно, введя дискретизацию (шаг по време-

ни) ∆ из условия 𝜆𝑖 ∙ 𝜉𝑡
𝑖 ∙ ∆≪ 1,   𝜇𝑖 ∙ 𝑟𝑡

𝑖 ∙ ∆≪ 1, 𝑖 = 1,2 получим следующие итерационные 

формулы (для вычисления значений процессов в момент времени 𝑡 + ∆ через значения 

процессов в момент 𝑡): 

𝐴𝑡+∆
1 = 𝐴𝑡

1 + 𝛿(𝜆1),      (17) 

𝐴𝑡+∆
2 = 𝐴𝑡

2 + 𝛿(𝜆2),      (18) 

𝐷𝑡+∆
1 = 𝐷𝑡

1 + 𝛿(𝜇1 ∙ 𝑟𝑡
1),                 (19) 

𝐷𝑡+∆
2 = 𝐷𝑡

2 + 𝛿(𝜇2 ∙ 𝑟𝑡
2),                 (20) 

где 𝛿(𝛾) = {
1, с вероятностью 𝛾 ∙ ∆,

0, с вероятностью 1 − 𝛾 ∙ ∆.
 

Здесь ∆𝐴𝑡
1 = 𝐴𝑡+∆

1 − 𝐴𝑡
1, ∆𝐷𝑡

1 = 𝐷𝑡+∆
1 − 𝐷𝑡

1, ∆𝐴𝑡
2 = 𝐴𝑡+∆

2 − 𝐴𝑡
2, ∆𝐷𝑡

2 = 𝐷𝑡+∆
2 − 𝐷𝑡

2. 
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Для стратегии с относительным приоритетом итерационные формулы для очередей 

имею следующий вид: 

𝑞𝑡+∆
1 = 𝑞𝑡

1 + ∆𝐴𝑡
1 ∙ 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟) − ∆𝐷𝑡

1 ∙ 𝐼(𝑞𝑡
2 = 0, 𝑞𝑡

1 > 0) + ∆𝐷𝑡
2 ∙ 𝐼(𝑞𝑡

2 = 0, 𝑞𝑡
1 > 0),   (19) 

𝑞𝑡+∆
2 = 𝑞𝑡

2 + ∆𝐴𝑡
2 ∙ 𝐼(𝑟𝑡

1 + 𝑟𝑡
2 ≥ 𝑟) − ∆𝐷𝑡

1 ∙ 𝐼(𝑞𝑡
2 > 0) − ∆𝐷𝑡

2 ∙ 𝐼(𝑞𝑡
2 > 0).              (20) 

Для стратегии с динамическим приоритетом итерационные формулы для очередей 

имею другой вид: 

𝑞𝑡+∆
1 = 𝑞𝑡

1 + 𝐼(𝑟𝑡
1 + 𝑟𝑡

2 ≥ 𝑟)∆𝐴𝑡
1 − 𝐼(𝑞𝑡

2 = 0, 𝑞𝑡
1 > 0)∆𝐷𝑡

1 − 𝐼(𝑞𝑡
1 > 0)∆𝐷𝑡

2,     (21) 

𝑞𝑡+∆
2 = 𝑞𝑡

2 + 𝐼(𝑟𝑡
1 + 𝑟𝑡

2 ≥ 𝑟)∆𝐴𝑡
2 − 𝐼(𝑞𝑡

1 = 0, 𝑞𝑡
2 > 0)∆𝐷𝑡

2 − 𝐼(𝑞𝑡
2 > 0)∆𝐷𝑡

1.     (22) 

4. Результаты компьютерного моделирования 

Практическая реализация СМО осуществлена с помощью языка программирования 

высокого уровня С# в среде разработки Visual Studio 2019.  

На рисунках 2, 3 представлены результаты   моделирования 100 траекторий процес-

сов𝐴𝑡
1,  𝐴𝑡

2, 𝐷𝑡
1,  𝐷𝑡

2  𝜉𝑡
1,  𝜉𝑡

2,  𝑄𝑡
1,  𝑄𝑡

2,  𝑟𝑡
1,  𝑟𝑡

2,  при использовании итерационных формул (17)-

(22) для обеих стратегий. 

 

Рис. 2. Первая стратегия. Результаты моделирования при T = 20,  λ1 = 3, λ2 = 2,   μ1 = 10,   μ2 = 6,  n1 =

7, n2 = 10 и r = 3. 

Результат моделирования показывают, что в обоих случаях система ведет себя доста-

точно стабильно (см. рис. 2, 3). Однако при использовании стратегии относительного при-

оритета наблюдается высокое среднее значение очереди менее важных, но необходимых 

для работы системы заявок первого типа. 
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Рис. 3. Вторая стратегия. Результаты моделирования при T = 20,  λ1 = 3, λ2 = 2,   μ1 = 10,   μ2 = 6,  n1 =

7, n2 = 10 и r = 3. 

 

Рис. 4. Первая стратегия. Результаты моделирования при возросшей нагрузке. 

При пропорциональном увеличении интенсивностей поломок до  𝜆1 = 6, 𝜆2 = 4, кар-

тина меняется (см. рис. 4, 5). При использовании стратегии относительного приоритета 

наблюдается существенный рост очереди заявок первого типа. Несмотря на то, что коли-

чество более важных заявок в системе остаётся на невысоком уровне, система не может 

продолжать нормально функционировать, так как в ней практически не остаётся ремонт-
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ников для обслуживания заявок первого типа. Если же использовать стратегию динамиче-

ского приоритета, то можно увидеть другое. Очереди для заявок обоих типов остаются в 

системе на достаточном уровне, чтобы система продолжала устойчиво функционировать. 

 

Рис. 5. Вторая стратегия. Результаты моделирования при возросшей нагрузке. 

Серия имитационных экспериментов с моделями показала, что это тенденция сохра-

няется, и стратегия динамического приоритета имеет преимущество. При данном подходе 

не происходит непропорционального роста очередей, что позволяет системе выполнять 

все заданные функции.  
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