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В работе развивается траекторный подход к математическому описанию и моделированию кол-

центров с ограниченным временем ожидания начала обслуживания. Рассмотрена модель мно-

гоканальной СМО в терминах точечных процессов. Получены формулы для расчета service 

level, occupancy, необходимые для оценки качества работы современных кол-центров. 
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Введение 

Математические модели систем массового обслуживания (СМО), необходимые для 

описания работы кол-центров известны давно, в том числе и модели, учитывающие воз-

можное ограничение на время ожидания или пребывания заявок в системе. В конце 1950-х 

Баррером в работе [1] была исследована первая модель СМО с ограниченным временем 

ожидания. В начале 1970-х Юркевичем в работах [2-3] были исследованы более общие 

модели, с произвольным распределением времени ожидания. В дальнейшем интерес к 

СМО с «нетерпением» не прекращался (см., например, работы [4-15] и ссылки в них). Что 

связано, несомненно, с большим практическим интересом к таким моделям. 

Несмотря на широкую область потенциальных приложений, есть существенные труд-

ности для широкого применения таких моделей. Во-первых, популярные среды имитаци-

онного моделирования (GPSS, AnyLogiс) не поддерживают данный класс систем с «не-

терпением» [6], поэтому типичные модели кол-центров (см. например, [16-17]), реализо-

ванные в этих средах, это модели без «нетерпеливых» клиентов. Во-вторых, аналитиче-

ские методы анализа подобных немарковских СМО (см., например, [7-11]) требуют ис-
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пользования продвинутого математического аппарата, а результаты в виде суммы беско-

нечных рядов, полученные этими методами, не подходят для компьютерного моделирова-

ния. Использование аппроксимаций непоказательных распределений [18-20] также огра-

ничено, поскольку сложность подобных аппроксимаций быстро увеличивается с ростом 

числа операторов (обслуживающих приборов). 

Таким образом, для оценки качества работы современных кол-центров необходимы 

имитационные модели, позволяющие делать расчеты различных параметров. 

В настоящей работе построена модель кол-центра с ограниченным временем ожида-

ния (абоненты в очереди завершают вызов в среднем после 5 минут ожидания, и звонок 

считается потерянным) в терминах точечных процессов. Методами имитационного моде-

лирования получены оценки количества операторов,  необходимых для работы кол-центра 

при различных условиях. Оценки, полученные с помощью имитационного моделирова-

ния, в целом оказались близки с оценками, полученными ООО «АйПиМатика»  по дан-

ным работы кол-центра на платформе 3CX и опубликованными в [21]. 

1. Постановка задачи  

Рассмотрим работу в течение 9 часов кол-центра, который принимает в среднем  3000 

звонков за рабочую смену [21]. Предположения и допущения модели [21]: 

1) среднее количество звонков за смену:  3000; 

2) среднее время разговора: 2 минуты; 

3) требуемое время для ответа на звонок: не более 20 секунд (Service level – SL); 

4) абоненты в очереди завершают вызов в среднем после 5 минут ожидания, и звонок 

считается потерянным; 

5) входящий поток простейший. 

Требуется оценить необходимое число операторов  , обеспечивающих работу кол-центра 

в трех следующих режимах.  

Режим 1 

Условие: не допустить ни одного потерянного звонка. 

SL: 99,9% — столько абонентов получит ответ в пределах 20 секунд. 

Режим 2 

Условие: количество потерянных звонков — не более 1% (или 30 потерянных за 

смену).  

SL: 95% — столько абонентов получит ответ в пределах 20 секунд. 

Режим 3 

Условие: соблюсти SL 80/20 (80% абонентов должны получить ответ оператора за 20 

секунд), при этом за смену будет потеряно около 60 звонков (2%). 

SL: 80% — столько абонентов получит ответ в пределах 20 секунд. 

 

Для всех трех режимов необходимо рассчитать необходимое для выполнения условия 

количество операторов, а также занятость операторов (occupancy). Поскольку операторы 
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не могут эффективно работать без перерывов, то, как показывает практика,  занятость 

операторов не должна превышать 85%. 

2. Математическая модель  

В данной статье получены формулы для моделирования СМО с произвольным рас-

пределением времени ожидания (см. рРис. 1). Отличие от работы [13] в модифицирован-

ных  формулах, больше подходящих для компьютерного моделирования (требуют меньше 

памяти) и получении формул для расчета качества работы кол-центра (service level, 

occupancy). 

 

Рис. 1. Схема многоканальной СМО с ограниченным временем ожидания 

По предположению модели поступающие заявки образуют простейший поток с ин-

тенсивностью 0 . Оценим из предположений и допущений модели параметр 

6,5)9*60/(3000  (звонков в минуту). Аналогично интенсивность обслуживания за-

явок одним оператором распределена экспоненциально с параметром .0  Оценим из 

предположений и допущений модели параметр 5,02/1   (звонков в минуту). Далее, 

для t   – числа заявок в кол-центре в момент времени 0t  можно написать следующее 

соотношение:  

                ,                                                     (1) 

где           – число заявок, поступивших в СМО за время     ,     ,           

– число обслуженных заявок в СМО за время     ,                 – число заявок, 

которые «нетерпеливо» покинули СМО за время     ,     . Точечные процессы A  и 

D  определяются своими компенсаторами  ̃    ̃      и  ̃    ̃       [13]:  

 ̃                                                                          (2)  

Компенсатор для процесса определяется следующим соотношением:  

 ̃  ∫                 
 

 
                                                       (3)  

Введем момент поступления  j-ой заявки в кол-центр (он равен моменту j-ого скачка 

процесса А): 
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    {    |      .      (4) 

Пусть    – это время ожидания  j-ой заявки (заявки считаются по мере поступления в 

СМО). Формулы, полученные в данной статье, подходят для моделирования произвольно-

го распределения     (в отличие от часто рассматриваемых случаев          или показа-

тельно распределенных). 

Размер очереди      в момент     определяется по следующей формуле     : 

           .                                                    (5) 

Условие, что j-ая заявка встала в очередь (а не стала сразу обслуживаться) можно 

представить в виде {       }, то есть в момент поступления j-ой заявки, в СМО уже 

находится не менее   заявок [13].  

Пусть   
 
 – число «нетерпеливых» заявок, ушедших за время от момента поступления 

j-ой заявки     до   и стоящих перед  j-ой  заявки в очереди. 

Условие, что  j-ая заявка в момент       «нетерпеливо» уйдет из системы определя-

ется следующим образом:  

  
 
  (       )   (        

   
 
      )   (       ),         (6) 

где   
 
 {

                                                          
                                                                                                                       

 

То есть j-ая заявка встала в очередь:  (       )   , а число обслуженных         
 

плюс число «нетерпеливо» ушедших из впереди стоящих   
 
 к моменту       не превы-

сило размера очереди, который был перед j-ой заявкой в момент её поступления. Таким 

образом, очередь до j-ой заявки так и не дошла. 

Обозначим число заявок в очереди в момент прихода j-ой заявки         за   . Также 

пронумеруем заявки в этой очереди числами от    до    в порядке поступления (   – пер-

вая заявка в очереди). Заявки         пришли раньше j-ой заявки:    
   ,      . 

Тогда 

  
 
 ∑   

  
   ,      (7) 

где 

  
  {             –                                                              

                                                                                                                                                   
 

Для первой заявки в очереди   :  

  
   (        )   (           )   (   

    
  ).  (8) 

То есть заявка встала в очередь:  (        )   , а число обслуженных           к 

моменту    
    

 равно нулю, значит, заявка    так и начала обслуживаться и покинет 

СМО «нетерпеливо». 

Для второй заявки в очереди   :  

  
   (        )   (            

   )   (   
    

  ).  (9) 

http://www.ulsu.ru/ru/page/page_2743/


Ученые записки УлГУ. Серия Математика и информационные технологии 152 

То есть заявка встала в очередь:  (        )   , а число обслуженных           

плюс «нетерпеливо» ушедших к моменту    
    

 (это может быть первая заявка в оче-

реди) меньше 2, значит, заявка    так и начала обслуживаться и покинет СМО «нетерпе-

ливо». 

Аналогично для   -ой заявки в очереди (     ):  

  
   (    

    )   (        
  ∑   

    
       )   (   

    
  ). (10) 

То есть заявка встала в очередь:  (    
     )   , а число обслуженных         

  

плюс «нетерпеливо» перед ней ушедших к моменту    
    

 меньше очереди перед ней, 

значит, заявка    так и начала обслуживаться и покинет СМО «нетерпеливо». 

Тогда общее число «нетерпеливых» заявок за время от 0 до   можно, очевидно,  опре-

делить следующей формулой: 

   ∑   
    

   .      (11) 

3. Формулы для компьютерного моделирования 

Итерационные формулы 

Из формул (1)-(11) можно получить следующие инфинитезимальные соотношения 

[22-23]: 

 {         |                  (12) 

 {         |                       .   (13) 

Введя дискретизацию (шаг по времени)   из условия             , получим 

следующие итерационные формулы: 

                      (14) 

                            (15) 

где      {
                               
                       

 

Далее  на каждом итерационном шаге от    к     по формулам (1)-(11), в которых   

надо заменить на    , а           определяются (10)-(11), пересчитываются последова-

тельно     
         

             

                     
 

  (   
  )   (          

      
 

     
)   (         ),        (16) 

     ∑     
      

                                                          (17) 

После этого пересчитывается число заявок в СМО в момент     :          

                . И происходит переход к следующей итерации (шаг от      к    

  ). 

Расчетные формулы 

Формулы для расчета service level (SL): Чтобы посчитать SL за время работы кол-центра 

от 0 до  , необходимо посчитать долю заявок,  которые находились в очереди не более 20 

секунд (то есть 1/3 минуты). По аналогии с (6) запишем:  
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        (   
  )   (             

          
 

      ),         (18) 

где        {
                                               

 

 
 

                                                                                                        
 

То есть,  j-ая заявка будет находиться в очереди через 20 секунд после поступления, если в 

момент    прихода в систему заявка встаёт в очередь (все приборы заняты) и в течение 20 

секунд обслуживание не началось - очередь до неё так и не дошла. 

Тогда общее число таких заявок за время от 0 до   можно, очевидно,  определить сле-

дующей формулой: 

      ∑         
   ,    (19) 

Соответственно, доля заявок, которые начали обслуживать не позже, чем через 20 секунд 

после звонка равна (при     ):  

   (   
     

  
)       (20) 

Итоговая формула для SL  (при     ): 

   (   
∑  (   

  )  (             
          

 
      )

  
   

  
)     (21) 

Формулы для расчета занятости операторов (occupancy): Чтобы посчитать occupancy 

за время работы кол-центра от 0 до  , необходимо посчитать среднюю долю времени на 

одного оператора, занятого непосредственно работой (не простаивающего). Для этого за-

метим, что интеграл ∫             
 

 
 равен суммарному времени работы всех операторов 

за время   . Тогда формула для  occupancy будет следующей:  

          
∫             

 
 

  
     (22) 

Поскольку траектории процесса   , как следует из (1) являются кусочно-постоянными 

функциями с единичными скачками вверх и вниз, то интеграл ∫            
 

 
 можно точ-

но посчитать по формулам левых прямоугольников: 

∫             ∑            
[ 
 
]  

     
 

 
    (23) 

где  – время моделирования (9 часов или 540 минут),   – дискретизация (шаг по времени 

1 секунда или 1/60 минуты). Итоговая формула для занятости операторов: 

          
∑            

[
 
 
]  

   
 

  
      (24) 

Далее оценки, полученные по формулам (21) и (24) усредняются по результатам ими-

тационных экспериментов (запусков работы модели   раз). 

4. Результаты компьютерного моделирования 

Практическая реализация СМО осуществлена с помощью языка программирования 

высокого уровня С# в среде разработки Visual Studio 2019. 
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Для всех случаев будем использовать следующие параметры моделирования:        

                    и количество траекторий       

Рассмотрим, как будет вести себя модель при различных значениях n.  

При выборе количества оператор n = 23 в системе наблюдается следующая картина 

(см. рис. 2). SL при данном выборе обслуживающих каналов равен 99,99% при средних 

потерях равных 0. Можно сделать вывод, что количество операторов n = 23 является не-

обходимым и достаточным для того, чтобы кол-центр работал в режиме 1. Отметим, что 

средняя загруженность операторов в этом случае будет равна 48,43%. 

 

Рис. 2.  Результат моделирования при n = 23 

При уменьшении количества операторов до n = 16 происходит следующие изменения 

(см. рис. 3). В данном варианте SL равен 95,83% при средних потерях около 0,71%. При 

этом средняя загруженность операторов составляет 68,98%. Опираясь на данные результа-

ты можно сказать, что количества операторов n = 16 будет достаточно, чтобы кол-центр 

работал в режиме 2. 

Уменьшаем количество операторов до n = 14 и получаем следующее значения (см. 

рис.4). При выборе такого количества операторов SL падает до 86,31% при росте потерь 

до 2,49%. Уровень загруженности операторов при этом поднимается до 77,79%. Можно 

считать, что при выборе количества обслуживающих каналов n = 14 кол-центр будет ра-

ботать в режиме 3. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при небольшой потере показателей эффек-

тивности можно существенно сократить траты за счет уменьшения численности операто-
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ров кол-центра, при этом персональная эффективность каждого сотрудника повысятся, а 

загруженность вырастет в допустимых пределах. 

 

Рис. 3.  Результат моделирования при n = 16

 

Рис. 4.  Результат моделирования при n = 14 
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The paper develops a trajectory approach to the mathematical description and modeling of call centers 

with a limited waiting time for the start of service. The model of multichannel QS is considered in 

terms of point processes. Formulas for calculating the service level, occupancy, necessary for as-

sessing the quality of work of modern call centers, have been obtained. 
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