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В заметке мы обобщаем некоторые ранее известные утверждения о слабой обратимости
в классах типа Бергмана в единичном шаре и полидиске на классы типа Герца. В работе
при доказательствах теорем модифицирован подход, примененный ранее при изучении
слабо обратимых элементов в менее общих аналитических пространствах типа Бергма-
на в единичном шаре и полидиске. В одномерном случае задача слабой обратимости
рассматривалась многими авторами.
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В заметке даны некоторые обобщения недавних результатов из [3] и [4] о слабой обратимо-
сти в пространствах Бергмана на более общие пространства Герца. Описание и исследование
свойств тех или иных слабо обратимых элементов в тех или иных конкретных аналитических
функциональных пространствах в одномерном случае тесно связано с различными задача-
ми теории функций комплексного переменного, а также с широким кругом задач от теории
дифференциальных операторов и их обобщений до абстрактного гармонического анализа. В
одномерном случае изучение слабо обратимых элементов в пространствах аналитических в
единичном круге функций фактически было начато в работах М.В. Келдыша и затем про-
должена в работах многих математиков. В многомерном случае эта задача в многомерных
аналитических пространствах в поликруге и в единичном шаре комплексного пространства
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начала исследоваться сравнительно недавно. Отметим также, наконец, что задача слабой об-
ратимости и различные тесно связанные с этой задачей проблемы и приложения этих задач
в одномерном случае были рассмотрены ранее в частности в работах [1, 2] и [5, 6], а в много-
мерном случае сравнительно недавно в работах [3, 4]. Введем необходимые определения.

Пусть Un единичный полидиск комплексного пространства Cn, Bn – единичный шар ком-
плексного пространства Cn. Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1}, Un = {z ∈ Cn : |zj| < 1, j = 1, . . . , n}.
Пусть dv и dm2n – нормированные меры Лебега на Bn и Un. Пусть {ak} – r-решетка в Bn и Un

(см. [3] - [4]). Пусть B(z, r) – шар Бергмана в Bn, а U(z, r) – шар Бергмана в Un (см. [3] - [4]).
Определим пространства Герца: Пусть H(Bn) – класс всех аналитических функций в Bn,
H(Un) – класс всех аналитических функций в Un. Аналитические классы Герца определим
следующим образом. Пусть ϕ – положительная функция на (0;∞).

Dp,q
α,ϕ =

f ∈ H(Bn) :
∑
k≥0

 ∫
B(ak,r)

|f(z)|p dvα(z)


q/p

<∞

 ,

D̃p,q
α,ϕ =

f ∈ H(Bn) :

∫
B

 ∫
B(z,r)

|f(z)|p dvα(z)


q/p

dv(z) <∞

 ,

где dvα(z) = ϕα(|z|) dv(z), 0 < p, q < +∞, α > −1.

Bp,q
α,ϕ =

f ∈ H(Un) :
∑
k≥0

 ∫
U(ak,r)

|f(z)|p dṽα(z)


q/p

<∞

 ;

где dṽα(z) =
n∏
j=1

ϕα(|zj|) dm2n(z), 0 < p, q < +∞, α > −1.

B̃p,q
α,ϕ =

f ∈ H(Un) :

∫
Un

 ∫
U(z,r)

|f(z)|p dṽα(z)


q/p

dv(z) <∞

 , 0 < p, q < +∞, α > −1.

Заметим, что в единичном круге, если p = q, то Bp,p
α = Dp,p

α = Apα,ϕ, где Apα,ϕ – классическое
пространство типа Бергмана, 0 < p < +∞, α > −1 хорошо изученное в работах различных
авторов (см. [3, 4]).

Предположим, что X подпространство пространства H(Bn) в котором множество всех
многочленов J от z1, . . . , zn всюду плотно. При этом операторы (δzf) = f(z); sjf(z) = (zj) ·
f(z1, . . . , zn), j = 1, . . . , n, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn непрерывны в X.

Определение 1 ( [4]). Функция f ∈ X, f(z) 6= 0, z ∈ Bn называется слабо обратимой в
пространстве X, если существует последовательность многочленов {Pm};Pm ∈ J ;m = 1, 2, . . .

такая, что lim
m→∞

Pmf = 1, причем сходимость имеет место в топологии пространства X.
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Пусть ϕ – положительная монотонно растущая непрерывная функция на R+ = (0;∞).
Скажем, что ϕ – весовая на (0; +∞) если lim

x→+∞
ϕ(x)
lnx

= +∞.

Теорема А ([3]). Пусть ϕ – весовая функция из C(2)(R+), ϕ′′(x)
ϕ′2(x)

↘ 0, x→ +∞ и существует

lim
x→+∞

ϕ′(x) · x
ϕ(x)

= aϕ, 0 ≤ aϕ < +∞,
+∞∫
1

(
ϕ(x)

x3

)1/2

dx = +∞.

Тогда, если f слабо обратима f ∈ Dp,p(ϕ); f(z) 6= 0, z ∈ Bn, 1 < p < +∞, то f слабо обратима
в пространстве Dp′,p′(ϕ), 0 < p′ < p <∞.

Справедлив следующий результат:

Теорема 1. Пусть ϕ – весовая функция из C(2)(R+), ϕ′′(x)
ϕ′2(x)

↘ 0, x → +∞ и существу-

ет lim
x→+∞

ϕ′(x)·x
ϕ(x)

= aϕ, 0 ≤ aϕ < +∞,
+∞∫
1

(
ϕ(x)
x3

)1/2

dx = +∞. Тогда, если f слабо обратима

f ∈ Dp,q(ϕ) ; или f ∈ D̃p,q(ϕ) f(z) 6= 0, z ∈ Bn, 1 < p, q < +∞, то f слабо обратима в
пространстве Dp′,q′(ϕ)(D̃p′,q′(ϕ)) при всех 0 < p′ < p <∞, 0 < q′ < q <∞.

Замечание 1. При p = q теорема 1 обобщает теорему А.

Пусть ṽα(z) =
n∏
j=1

exp(−ϕj( 1
1−|zi|)), ϕ(r) = (ϕ1(r1), . . . , ϕn(rn)); r = (r1, . . . , rn), rj ∈ R+ ∈

[0; +∞), где ϕj, 1 ≤ j ≤ n являются монотонно растущими положительными функциями
на R+; lim

r→∞
ln r
ϕj(r)

= 0, j = 1, . . . , n. Такие функциии назовем весовыми в In = (0; 1]n вектор-

функциями. Тогда классы Bp,q
α , B̃p,q

α с мерой dṽα(z) =
n∏
j=1

exp(−ϕj( 1
1−|zi|)) мы обозначим через

Bp,q
ϕ (Un) и B̃p,q

ϕ (Un), ϕj → +∞, x→ +∞, ϕj ∈ C(2)(R+), ϕ′′
j (x)

ϕ′2
j (x)
↘ 0;x→ +∞.

Пусть X подпространство H(Un) в котором множество всех многочленов J от z1, . . . , zn
всюду плотно, при этом операторы δzf = f(z), δjf = zj · f(z1, . . . , zn), z ∈ Un, j = 1, . . . , n

непрерывны в X.

Определение 2 ([4]). Пусть X квазинормированное подпространство H(Bn) Функция f ∈
X, f 6= 0, z ∈ Un слабо обратима в X если существует последовательность многочленов
{Pm};Pm ∈ J ; lim

m→+∞
||Pmf − 1||X = 0.

Теорема В ( [4]). Пусть ϕ(r) = (ϕ1(r1), . . . , ϕn(rn)) весовая функция на Rn
+, причем ϕj ∈

C(2)(R+), j = 1, . . . , n такие что ϕ′′
j (x)

ϕ′2
j (x)
↘ 0; x→ +∞, j = 1, . . . , n и существует предел

lim
r→∞

ln r

ϕj(r)
= aj, 0 ≤ aj ≤ ∞;

+∞∫
1

(
ϕj(x)

x3

) 1
2

dx = +∞ j = 1, . . . , n.

Тогда если f слабо обратима f ∈ Bp,p
ϕ (Un), f 6= 0, z ∈ Un, 1 < p < ∞, то f слабо обратима в

пространстве Bq,q
ϕ при всех 0 < q < p < +∞.
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Теорема 2. Пусть ϕ(r) = (ϕ1(r1), . . . , ϕn(rn)) весовая вектор-функция на Rn
+, причем ϕj ∈

C(2)(R+), j = 1, . . . , n такая что ϕ′′
j (x)

ϕ′2
j (x)
↘ 0; x→ +∞, j = 1, . . . , n и существует предел

lim
r→∞

ϕ′j(x) · x
ϕj(x)

= aj, 0 ≤ aj ≤ ∞;

+∞∫
0

(
ϕj(x)

x3

) 1
2

dx = +∞ j = 1, . . . , n.

Тогда если f слабо обратима f ∈ Bp,q
ϕ (Un)(B̃p,q

ϕ (Un)), f 6= 0, z ∈ Un, 1 < p, q < ∞, то f слабо
обратима в пространстве Bp′,q′

ϕ (B̃p′,q′
ϕ ) при всех 0 < p′ < p < +∞, 0 < q′ < q < +∞.

Замечание 2. При p = q результат теоремы 2 обобщает теорему B, так как Bp,p
ϕ = Bp

ϕ.

Приведем также леммы, результаты которых используются при доказательстве наших
теорем.

Лемма 1. 1) Пусть fρ(ξ) = f(ρξ), f ∈ Dp,q
ϕ (D̃p,q

ϕ ), 0 < p, q <∞, 0 < ρ < 1. Тогда

lim
ρ→1−0

||fρ − f ||Dp,q
ϕ

= 0

(
lim

ρ→1−0
||fρ − f ||D̃p,q

ϕ
= 0

)

2) Пусть Φ — линейный непрерывный функционал на Dp,q
ϕ (D̃p,q

ϕ ),

1 ≤ p, q <∞, f(w) =
+∞∑
k=0

fk(w), w ∈ Bn. Тогда справедливо представление

Φ(f) = lim
ρ→1−0

+∞∑
k=0

ρkΦ(fk)

Лемма 2. :

1) Пусть f ∈ Bp,q
ϕ (B̃p,q

ϕ ), 0 < p, q <∞, fρ(z) = f(ρz), ρ ∈ [0; 1), z ∈ Un. Тогда

lim
ρ→1−0

||fρ − f ||Bp,q
ϕ (Un) = 0

(
lim

ρ→1−0
||fρ − f ||B̃p,q

ϕ (Un) = 0

)
.

2) Пусть 0 < p, q < +∞, Φ — линейный непрерывный функционал на Bp,q
ϕ (B̃p,q

ϕ ), lz(ξ) =
1

1−ξ̄z , ξ, z ∈ U
n, g(z) = Φ(lz). Тогда для любой f ∈ Bp,q

ϕ (B̃p,q
ϕ ) справедливо равенство

Φ(f) = lim
ρ→1−0

1

(2π)n

∫
|z1|=1

. . .

∫
|zn|=1

f(ρ, ξ)g(ρξ̄)dmn(ξ).

Авторы надеются найти приложения полученных результатов о слабой обратимости в но-
вых многомерных пространствах типа Герца при исследовании свойств тех или иных диффе-
ренциальных операторов, действующих во введенных в этой статье многомерных простран-
ствах типа Герца в единичном полидиске или в единичном шаре в Cn.
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On weak invertibility in analytic Herz type spaces
of several variables

Shamoyan, R. F.1,∗, Ermakova, D. S.2
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We extend some known results on weak invertibility in Bergman type spaces to Herz type
spaces in the unit ball and polydisk. For our proofs in more general than Bergman type
spaces Herz type spaces we modify approaches that were used earlier in the study of various
weakly invertible elements in Bergman type spaces in the polydisk and in the unit ball. In
onedimensional case the problem of weak invertibility was considered by many authors.
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